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X
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Kurvendiskussion gebrochenrationaler Funktionen

Gegeben ist die Funktion g(x)= mit der maximalen Definitionsmenge D(g)cR.

X+2
Der Graph von g heil’t G(g). (Abitur 2006 Al)
Geben Sie D(g) und die Nullstelle von g mit ihrer Vielfachheit an. Ermitteln Sie die
Gleichungen aller Asymptoten des Graphen G(g) und skizzieren Sie den Graphen G(g)
fir -6 < x < 4 in ein kartesisches Koordinatensystem.

2_

mit der maximalen Definitionsmenge
X +1

D(f)c R . Der Graph von f wird mit G(f) bezeichnet. (Abitur 2006 All)

Geben Sie D(f) an, bestimmen Sie die Nullstellen von f und untersuchen Sie G(f) auf
Symmetrie. ()

Bestimmen Sie die Gleichung der Asymptote sowie die Art und die Koordinaten des
Extrempunktes von G(f) und geben Sie die Wertemenge W(f) der Funktion fan. €&

20x )
+x°)

(Zur Kontrolle: f'(x)= m

Berechnen Sie f(3) und f(6) und zeichnen Sie G(f) und seine Asymptoten flir -6 <x<6
in ein kartesisches Koordinatensystem. (Ganze DIN A4-Seite verwenden, Ursprung in

der Blattmitte, 1LE=1cm) O

Ihr Graph heil3t G(g).

.1 Ermitteln Sie D(g), die Nullstellen von g, die Gleichungen der Asymptoten sowie die
Art und die Koordinaten des Extrempunktes von G(g). Beachten Sie dazu die
Teilaufgaben 2.1 und 2.2. &

.2 Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von G(f) und G(g). €2

2.4.3 Zeichnen Sie G(g) und seine Asymptoten fiir -6 < x < 6 mit anderer Farbe in das

3.0

3.1

Koordinatensystem von Teilaufgabe 2.3. O

(x—1)*(x+1)

Gegeben ist die Funktion f(x)=
(x+1)(x—2)

in der maximalen Definitionsmenge

D, cR. (Abitur 2007 Al)

Geben Sie Dy, die Lage und Vielfachheiten der Nullstellen sowie Art und Lage der
Definitionsliicken der Funktion f an und untersuchen Sie das Verhalten von f(x) bei
Annsherung an die Definitionsliicken. O

Jochen Weber
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3.2.0 Im Folgenden betrachten wir die stetige Fortsetzung der Funktion f

x> —2x+1

E(x): mit D. :R\{Z} . Ihr Graph ist G..

X—2
3.2.1 Bestimmen Sie die Gleichungen aller Asymptoten von G;. O

3.2.2 Ermitteln Sie die Art und die Koordinaten aller Extrempunkte von G;. O

3.2.3 Zeichnen Sie G% und seine Asymptoten mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse und der

Berechnung weiterer geeigneter Funktionswerte im Intervall [-2;6] in ein
Koordinatensystem. (LE: 1 cm) O

1 7 5
4.0 Gegeben ist die Funktion g(x)=——x+————-— mit ihrer groRtméglichen
2 4 (2x-4)

Definitionsmenge D, C R . Ihr Graph heiBt Gg. (Abitur 2007 All)

4.1 Geben Sie Dg sowie die Lage und die Art der Definitionsliicke von g an und bestimmen

Sie das Verhalten von g(x) bei Anndherung an die Definitionsliicke. Weisen Sie nach,
dass x1 = 1 eine Nullstelle der Funktion g ist, und berechnen Sie die Koordinaten des
Schnittpunktes S, von Gg mit der y-Achse. &2

(Hinweis: g hat als einzige Nullstelle x1)

4.2 Geben Sie die Gleichungen und die Art aller Asymptoten von Gg an und untersuchen Sie

jeweils, ob sich der Graph Gg der schiefen Asymptote fiir ‘x‘ — oo von oben oder von

unten anndhert. O

4.3 Zeichnen Sie die Asymptoten in ein kartesisches Koordinatensystem und skizzieren Sie

Gg unter Beriicksichtigung der bisherigen Erkenntnisse in die Zeichnung. O

—x’+6x° -9
5.0 Gegeben ist die Funktion f(x):ﬁ in ihrer maximalen Definitionsmenge
X_

D, =R\{1}. Ihr Graph wird mit G bezeichnet. (Abitur 2008 All)

Jochen Weber

5.1 Berechnen Sie die Nullstellen von f und geben Sie deren Vielfachheiten an. Untersuchen

Sie das Verhalten von f(x) in der Umgebung der Definitionsliicke und geben Sie die Art

der Definitionslticke an. O

1
5.2 Zeigen Sie: Gt besitzt eine schiefe Asymptote mit der Gleichung a(x):—§x+2 und Gs

verlduft fir alle xeD, unterhalb dieser schiefen Asymptote. @

5.3 Skizzieren Sie Gt unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse und aller Asymptoten in

ein kartesisches Koordinatensystem. (Lingeneinheit 1 cm) O
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4x+8
6.0 Gegeben ist die Funktion g(x)= in

mitD cR. (Abitur 2009 Al)

X" +4x+8 g

6.1 Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge Dg und geben Sie die Gleichungen aller
Asymptoten der Funktion gan. O

6.2 Ermitteln Sie die Nullstelle der Funktion g und die Koordinaten und die Art der
Extrempunkte von Gg. O

6.3 Zeichnen Sie den Graphen Gg unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse flir -8 < x<4
in ein kartesisches Koordinatensystem ein. ()

7.0 Gegeben ist die Funktion f(x)= ( X
X+

)2

in ihrer groRtmoglichen Definitionsmenge

D, cR. lhr Graph heilt G. (Abitur 2009 All)

7.1 Bestimmen Sie Dr und geben Sie die Achsenschnittpunkte von Gr sowie die Art der
Definitionsliicke von f an. Ermitteln Sie das Verhalten von f(x) bei Anndherung an die
Definitionsliicke. ()

7.2 Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen Gt an und untersuchen Sie, ob
sich der Graph flir x— +eo seiner waagrechten Asymptote von oben oder unten
annahert. (2

7.3 Untersuchen Sie Gt auf Extrempunkte und bestimmen Sie gegebenenfalls deren Art und

6x—18) @

(x+1)?

Koordinaten. (Teilergebnis: f'(x)=

7.4 Zeichnen Sie die Asymptoten von Gt in ein Koordinatensystem und skizzieren Sie Gt nur
unter Beriicksichtigung der bisherigen Erkenntnisse ohne Berechnung weiterer
Funktionswerte in dieses Koordinatensystem. (1 LE =1cm) O

2

X“—X
8.0 Gegeben ist die Funktion f(x)=—————— in der maximalen Definitionsmenge
2x°—5x+3

D, cR. (Abitur 2010 Al)

8.1 Bestimmen Sie Dr und die Nullstelle von f und geben Sie die Art der Definitionslicken

von f an. O

X

8.2 Zeigen Sie, dass die Funktion f(x)= . mit D_ :R\{l,S} die stetige Fortsetzung
f

Xx—3

von f ist und ermitteln Sie die Intervalle, fiir die gilt: f(x)>0 bzw. f(x)<O0. @
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8.3 Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen von f an, zeichnen Sie die
Asymptoten in ein Koordinatensystem und skizzieren Sie mithilfe der bisherigen

Ergebnisse den Graphen G_von f in das Koordinatensystem. O
f

9 Die untenstehende Abbildung zeigt den Graphen einer gebrochenrationalen Funktion g
mit seiner Asymptote. Der Graph besitzt bei (1/-3) ein ,Loch” und keine weiteren
Definitionsliicken. Alle Schnittstellen mit den Koordinatenachsen sind ganzzahlig.

by

z
e —

Al

5 4 3 A 40 2 4 6

/
/

\

Begriinden Sie genau, zu welchem der nachfolgenden Funktionsterme der abgebildete
Graph gehort. (Abitur 2010 All) &

_ 2(x+2)(x—3)(x—1)

_ 2(x—=2)(x+3)(x—1)

g, (X) (X— 1) g, (X) (X+ 1)(X2 ~ 1)
g,(x)= (x+2)(X—§)(x—1) = 2(x+22)(x—3)(x—1)
0,5(x=1)"(x+1) (¢ +3)(x—1)

_ 2(x+2)(x—3)(x—1)
B;x)= X +2)(x—1)

x*+3

10.0 Gegeben ist die Funktion f(x)=

mit der maximalen Definitionsmenge

D(f)cR. Ihr Graph ist G(f). (Abitur 2004 Al)

10.1 Geben Sie D(f) an und untersuchen Sie f auf Nullstellen. O

4
10.2 Zeigen Sie, dass gilt: f(x)=—x—1+1—, und geben Sie die Gleichung aller
—X

Asymptoten des Graphen G(f) an. O

10.3 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle von f, ermitteln Sie die
Koordinaten und die Art der Extrempunkte von G(f), und geben Sie die Wertemenge
W(f)vonfan. O

2
L 42x+3
(Zur Kontrolle: f/(x)= 2 XT2)

(1—x)?

10.4 Zeichnen Sie G(f) und seine Asymptoten fiir -3 < x < 5 unter Verwendung der bisherigen
Ergebnisse sowie der Berechnung geeigneter Funktionswerte in ein kartesisches

Koordinatensystem. (1LE £ 1 cm) O
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4x* —2x—5
11.0 Gegeben ist die Funktion g(x)= % mit der maximalen Definitionsmenge

D(g)c R. Der Graph der Funktion g heiSt G(g). (Abitur 2005 Al)

11.1 Geben Sie D(g) an und bestimmen Sie das Verhalten von g(x) in der Umgebung der

Definitionsliicke. Ermitteln Sie die Gleichungen und die jeweilige Art aller Asymptoten

von G(g). O

11.2 Ermitteln Sie die Menge B der x-Werte, fiir welche G(g) oberhalb der Geraden k mit
der Gleichung y=2x+3 verlauft. &

2
-2
12.0 Gegeben ist die Funktion f(x):[x—zj mit der maximalen Definitionsmenge
X+

D(f)c R. Ihr Graph heiflt G(f). (Abitur 2005 All)

12.1 Geben Sie D(f) an und untersuchen Sie das Verhalten von f(x) in der Umgebung der
Definitionsliicke. Geben Sie die Nullstelle von f an und beschreiben Sie den Verlauf
von G(f) in der Umgebung der Nullstelle. &

12.2 Bestimmen Sie die Wertemenge W(f) von f. @
12.3 Ermitteln Sie die Art und Koordinaten des Extrempunktes von G(f). &2

12.4 Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten von G(f) an und berechnen Sie f(-3,75),
f(-1) und f(0). Zeichnen Sie die Asymptoten und G(f) nach Berechnung weiterer
geeigneter Funktionswerte flir -12 < x < 10 in ein kartesisches Koordinatensystem.

(1LE20,5cm) &

12.5 Untersuchen Sie ohne Verwendung der zweiten Ableitung von f, ob G(f) fir x > 2
einen Wendepunkt besitzt. @

12.6 Die Funktion F(x) mit D(F) = D(f) ist eine Stammfunktion von f. Geben Sie die
Abszisse des Punktes an, in dem der Graph von F eine waagrechte Tangente besitzt,
und bestimmen Sie die besondere Art dieses Punktes. @)

. . (x=2)°
13.0 Gegeben ist die Funktion f(x)=

1 in ihrer maximalen Definitionsmenge
X_

D, cR. Ihr Graph ist Gr. (Abitur 2011 Al)

13.1 Bestimmen Sie Dy, die Gleichungen aller Asymptoten von Gt und geben Sie die
Nullstelle von fan. O

13.2 Ermitteln Sie die Art und die Koordinaten der Extrempunkte von Gr. O

Jochen Weber
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13.3 Zeichnen Sie die Asymptoten und Gs mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse und der
Berechnung weiterer Funktionswerte fir -2 < x < 7 in ein Koordinatensystem.
MaBstab: 1LE=1cm ()

14 Eine Funktion h sei auf ganz R differenzierbar. In der Abbildung ist der Graph der
Ableitung h’dargestellt. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen zur Funktion h richtig,
falsch oder nicht entscheidbar sind. Falls Sie sich fiir richtig oder falsch entscheiden,
begriinden Sie lhre Antwort jeweils kurz. (Abitur 2011 Al) &

(1) h(x)<0 fur0o<x<3
(2) An der Stelle x = 0 besitzt der Graph von h einen Hochpunkt.

(3) Der Graph von h besitzt bei x = 1 eine Tangente, die parallel
zur Geradeny =1 ist.

An

A 23

X —4

15.0 Gegeben ist die Funktion f(x)= ~ in ihrer maximalen Definitionsmenge

(x—1

D, cR. Der zugehérige Graph heilt Gr. (Abitur 2011 All)

15.1 Geben Sie Ds an, bestimmen Sie die Koordinaten der Achsenschnittpunkte von Gsund
geben Sie die Gleichungen und Art aller Asymptoten an. ()

15.2 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle von Gs und bestimmen Sie daraus
die Art und die Koordinaten des Extrempunktes von Gr. €&

—2x+8)

Teilergebnis: f'(x)=
( g (x) 1)

15.3 Zeichnen Sie die Asymptoten und Gt mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse fir
-6 < x < 6 in ein kartesisches Koordinatensystem. (1 LE=1cm) O

(x—3)(x+2)
2x> —8x+6
Definitionsmenge D, C R . (Abitur 2012 Al)

16.0 Gegeben ist die reelle Funktion f(x)= in der maximalen

16.1 Bestimmen Sie Dr und geben Sie die Nullstelle sowie die Art der Definitionsliicke

von f an. O



I Hans-Leipelt-Schule Jochen Weber
[% Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauwérth
Technik e Sozialwesen e Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft

X+2

16.2 Zeigen Sie, dass die Funktion %(x)z mit D% =R\{1} die stetige Fortsetzung

2x—2
von f ist. Untersuchen Sie das Verhalten von f in der Umgebung ihrer Definitionsliicke

und geben Sie die Gleichungen und die Art aller Asymptoten des Graphen G; von % ist. @

16.3 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle von G; und geben Sie die

Wertemenge von f an. O
-3

Zur Kontrolle: E'(x):
( 2(x—1)

)

16.4 Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t an den Graphen G; im Punkt P(Z/%(Z))

und bestimmen Sie die Koordinaten des weiteren Punktes R von G%' in welchem

der Graph G; die gleiche Steigung wie die Tangente t besitzt. @

16.5 Zeichnen Sie die Asymptoten und die beiden Tangenten in den Punkten P und R in ein
Koordinatensystem und skizzieren Sie G, mit Hilfe der vorliegenden Ergebnisse in

die Zeichnung. O

- -1
16.6 Zeigen Sie, dass sich f in der Form f(x)=5+ schreiben lasst, und ermitteln Sie

2Xx—2
die FlachenmafRzahl des Flachenstlicks, das G; im Ill: Quadranten mit den

Koordinatenachsen einschlieRt. €2

4x* —4x+1

17.0 Gegeben ist die reelle Funktion g(x)=272 in ihrer maximalen
X

Definitionsmenge D, C R . Ihr Graph wird mit Gg bezeichnet. (Abitur 2012 All)

17.1 Geben Sie Dg an, berechnen Sie die Nullstelle von g und geben Sie deren Vielfachheit
an. Untersuchen Sie das Verhalten von g(x) an den Randern von Dg und geben Sie
die Gleichungen aller Asymptoten von Gg an. O

17.2 Geben Sie gegebenenfalls unter Verwendung der Ergebnisse von Aufgabe 17.1 die
Koordinaten des einzigen Extrempunktes von Gg an und ermitteln Sie dessen Art. O

17.3 Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts des Graphen von g mit seiner
waagrechten Asymptote. @)

17.4 Zeichnen Sie die Asymptoten in ein Koordinatensystem und skizzieren Sie Ggq
mithilfe Ihrer bisherigen Ergebnisse in die Zeichnung.O
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18.0 Gegeben ist die reelle Funktion f in der maximalen Definitionsmenge D, R durch
x* =5
fix—> m . Ihr Graph wird mit Gr bezeichnet. (Abitur 2013 Al)
. X_

18.1 Bestimmen Sie D sowie die Nullstellen und die Art der Definitionsliicke von f. O

18.2 Zeigen Sie, dass sich die Funktionsgleichung von f auch in der Form

1 3 1
f(X):ZX+Z+—3 darstellen ldsst und geben Sie die Gleichungen und die Art
X_

aller Asymptoten von Gran. €2

18.3 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle von Gs und bestimmen Sie daraus
die Art und die Koordinaten der Extrempunkte von G:. Geben Sie auch die

Wertemenge von fan. O)
X" —6x+5
(Teilergebnis: f'(x)=————)
4(x—3)

18.4 Zeichnen Sie die Asymptoten und Gs mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse fir
-4 < x < 8in ein Koordinatensystem. ()

19.0 Eine gebrochenrationale Funktion f:x>f(x),D, € R, hat eine Nullstelle bei x = -1,

eine Unendlichkeitsstelle (Polstelle) ohne Vorzeichenwechsel an der Stelle x =1 und
eine stetig behebbare Definitionslicke an der Stelle x = 4. Der Graph von f hat ferner
eine waagrechte Asymptote mit der Gleichungy = 0. (Abitur 2013 All)

19.1 Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x), wenn der Nenner ein Polynom dritten Grades ist
und auRerdem gilt: f(5) = 3. @

19.2 Im Folgenden wird die stetige Fortsetzung g der Funktion f betrachtet:

8x+8
X ( X Wy mit D = R\{l}. Der Graph von g wird mit Gg bezeichnet.
X_
Geben Sie die Gleichungen und die Art aller Asymptoten von Gg sowie die Nullstellen
vongan. O

19.3 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle von Gg und ermitteln Sie die Art
und die Koordinaten des Extrempunktes von Gg. @)

—8x—24
Teilergebnis: g'(x)=———
(Teilergebnis: &=~ %)

19.4 Zeichnen Sie die Asymptoten und Gg mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse fir
-6 < x < 8 in ein Koordinatensystem. Berechnen Sie dazu weitere geeignete
Funktionswerte. O
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3 2

X
20.0 Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f:x+—> in ihrer maximalen

2(x+2)
Definitionsmenge D, C R . Ihr Graph ist Gr. (Abitur 2014 All)

2

20.1 Geben Sie Dr und die Art der Definitionsllicke an und bestimmen Sie die Nullstellen
von f. Ermitteln Sie das Verhalten der Funktionswerte von f bei Anndherung an die
Definitionsliicke. ()

20.2 Zeigen Sie, dass sich die Funktionsgleichung von f auch darstellen lasst durch
1 1 2
f(x)==x—=+ -
2 2 (x+2)
Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten von Gs an und untersuchen Sie
rechnerisch, fir welche Werte von x der Graph G oberhalb bzw. unterhalb der

schiefen Asymptote verlauft. @

20.3 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle von Gf und bestimmen Sie daraus die
Art und die Koordinaten des Extrempunktes von Gr. @

*+6x°+12x
(Mogliches Teilergebnis: f'(x)= X—3)
2(x+2)

20.4 Zeichnen Sie die Asymptoten von G fiir -5 < x £ 4 in ein Koordinatensystem und
skizzieren Sie Gt in die Zeichnung. O

20.5 Gy, die x-Achse, die schiefe Asymptote und die Gerade mit der Gleichung x = u
mit u > 1 schlieRen ein Flachenstiick ein. Schraffieren Sie das Flachenstlick fur u =3
in der Zeichnung von Aufgabe 20.4 und ermitteln Sie die MaRzahl A(u) des
Flacheninhalts in Abhdngigkeit von u.
Untersuchen Sie rechnerisch, ob A(u) fiir u— < endlich ist.

-1)(3x—0,5x
21.0 Gegeben ist die gebrochen-rationale Funktion h:XH(X )(ZX ) x) inihrer
X —

maximalen Definitionsmenge D, CR. (Abitur 2015 Al)

21.1 Bestimmen Sie Dy sowie die Nullstellen von h und geben Sie die Art der
Definitionsliicken von h an. O

o . —0,5%> +3x
21.2.0 Im Folgenden wird die stetige Fortsetzung f:XHT, D, =R\{—1} der
X

Funktion h betrachtet (Nachweis nicht erforderlich). Ihr Graph ist Gs.

1 7 3,5
21.2.1 Zeigen Sie, dass sich der Funktionsterm von f durch f(x):—5x+5— 1
X+

|asst und geben Sie die Gleichungen und die Art aller Asymptoten von Gt an.O

darstellen
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21.2.2 Ermitteln Sie die Art und die Koordinaten der relativen Extrempunkte von Gt.
Runden Sie die Koordinaten auf zwei Nachkommastellen. O

—0,5x" —x+3
(Teilergebnis: f'(x)=————
(x+1)
21.2.3 Zeichnen Sie die Asymptoten und Gt unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fiir
-6 < x < 8 in ein Koordinatensystem. ()

2+1)(1-
22.0 Gegeben ist die reelle Funktion h:XI—)% in der maximalen
X" —3x+

Definitionsmenge D, cR. (Abitur 2015 All)

22.1 Bestimmen Sie Dy und geben Sie die Lage und die Art der Definitionslicken von h an.
Untersuchen Sie h auf Nullstellen. Geben Sie die Funktionsgleichung der stetigen
Fortsetzung von h an. @

x*+1

22.2.0 Betrachtet wird nun die Funktion f:x—~

5 in ihrer Definitionsmenge
—X

D, =R\{2} . Ihr Graph ist Gs.

5
22.2.1 Zeigen Sie, dass sich der Funktionsterm von f in der Form f(x):—x—2+2—
—X

darstellen lasst.
Geben Sie die Gleichungen und die Art aller Asymptoten von Gt an und untersuchen
Sie das Verhalten von f bei Anndherung an die Definitionsliicke. O

22.2.2 Ermitteln Sie die Art und die Koordinaten der Extrempunkte von G:. Runden Sie diese
auf zwei Nachkommastellen. O

—x*+4x+1
Teilergebnis: f'(x)=————
(Teilerg M=—5 )

22.2.3 Zeichnen Sie die Asymptoten und Gs unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fiir
-5<x < 8in ein kartesisches Koordinatensystem. Verwenden Sie fir die Zeichnung
eine ganze Seite. O

2

23.0 Gegeben ist die Funktion f:XHX2—4 in der maximalen Definitionsmenge
X+

D, =R\{-2}. Ihr Graph heiRt Gr. (Abitur 2016 Al)

23.1 Bestimmen Sie die Nullstellen von f und die Art der Definitionsliicke. Ermitteln Sie
das Verhalten der Funktionswerte in der Umgebung der Definitionsliicke. O)
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23.2 Ermitteln Sie die Gleichungen der beiden Asymptoten von Gf und deren Art. O
L)
2x+4

1
(Teilergebnis: f(x)= Ex—3+

23.3 Bestimmen Sie die Art und Lage der Extrempunkte von G:. Geben Sie deren
Koordinaten auf zwei Dezimalstellen gerundet an. O

x> +4x—-3
Mogliches Teilergebnis: f'(x)=———
(Mog & 2(x+2) )

23.4 Zeichnen Sie Gf und seine Asymptoten unter Verwendung bisheriger Ergebnisse
fir -8 < x < 8 in ein kartesisches Koordinatensystem. O

23.5 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an Gs bei x = -1, zeichnen Sie diese in das
Koordinatensystem aus Teilaufgabe 23.4 ein und berechnen Sie den Flacheninhalt des

Dreiecks, das die Tangente mit der schiefen Asymptote von Gt und der x-Achse
einschlieRt. @)

8x—12
)2

24.0 Gegeben ist die Funktion f:x— 4+ mit der maximalen Definitionsmenge

(x—2

D, cR. Ihr Graph heiBt Gr. (Abitur 2016 All)

24.1 Geben Sie Df an. Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion an den Randern der
Definitionsmenge und geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten an. O

24.2 Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes von G mit der waagrechten
Asymptote. ()

4(x—1)

v darstellen

24.3 Zeigen Sie, dass sich der Funktionsterm auch in der Form f(x)= (x_2
X_

lasst und ermitteln Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von Gr mit den
Koordinatenachsen. O)

24.4 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle von f und ermitteln Sie daraus
Art und Lage des Extrempunktes. @)

—8x+8)
(x—2)°

(Teilergebnis: f'(x)=

24.5 Zeichnen Sie den Graphen G und seine Asymptoten unter Berlicksichtigung aller
bisherigen Ergebnisse fiir -6 < x < 10 in ein kartesisches Koordinatensystem. O

Jochen Weber
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2(x+1)°

x> —1

25.0 Gegeben ist die Funktion g: x> mit der maximalen Definitionsmenge

D, C R . (Abitur 2017 Al)

25.1 Geben Sie Dg an, Giberpriifen Sie g auf Nullstellen und folgern Sie daraus die Art der
Definitionsliicken. Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte bei
Annaherung an die Definitionsliicken. O

2(x+1)
x—1
Funktion g (Nachweis nicht erforderlich). Ihr Graph wird mit Gr bezeichnet.

25.2.0 Die Funktion f:x+—

mitD, = R\{l} ist die stetige Fortsetzung der

25.2.1 Geben Sie Art und Gleichungen aller Asymptoten von Gt an und untersuchen Sie,
ob sich der Graph der Funktion f fiir x— « der Asymptote von oben oder unten

nahert. &

25.2.2 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle von f und geben Sie die
Wertemenge von fan. O
4

(x—1)°

)

(mogliches Teilergebnis: f'(x)=—

25.2.3 Zeichnen Sie Gf und seine Asymptoten unter Berlicksichtigung der bisherigen
Ergebnisse fiir -4 < x < 6 in ein kartesisches Koordinatensystem.

25.2.4 Der Graph G, die y-Achse und die Geraden y = 2 und x = a mit dem reellen
Parameter a < -1 begrenzen ein Flachenstiick A.
Kennzeichnen Sie diese Flache fiir a = -3 im Koordinatensystem von Teilaufgabe
25.2.3 und berechnen Sie deren Flaichenmafizahl A(a) in Abhangigkeit von a. @
(mogliches Ergebnis: A(a)=4In(1-a) )

25.2.5 Untersuchen Sie, ob A(a) fiir a— —eo einen endlichen Wert annimmt. &
25.2.6 Die Funktion F ist eine Stammfunktion der Funktion f. Geben Sie nur mit den
bisherigen Ergebnissen die maximalen Monotonieintervalle des Graphen der

Funktion F fir x< 1 an. @

2x+1

26.0 Gegeben ist die reelle Funktion f:x+> mit der maximalen Definitionsmenge

X
D, R . Ihr Graph wird mit Gt bezeichnet. (Abitur 2017 All)

26.1 Geben Sie Ds und die Art der Definitionsliicken von f an und bestimmen Sie die
Nullstelle von f. O

26.2 Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte an den Randern von Df und
geben Sie Art und Gleichungen aller Asymptoten von Gran. (O
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26.3 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle von Gr und bestimmen Sie Art
und Koordinaten des Extrempunktes von Gr. €2
—4x-3

(mogliches Teilergebnis: f'(x)=———)
X

26.4 Zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse und mittels geeigneter
zusatzlicher Funktionswerte G fir -5 < x < 5 in ein kartesisches Koordinatensystem. ()

2 1
26.5 Zeigen Sie, dass sich der Funktionsterm f(x) auch durch f(x)=—+— darstellen
X° X

lasst und bestimmen Sie eine Stammfunktion F der Funktion f mit DF :Df. @

26.6 Der Graph Gy, die Geraden x =1, x =b (b > 1) und die x-Achse schlieRen ein
Flachenstlick ein. Kennzeichnen Sie dieses Flachenstick fir b =4 im
Koordinatensystem der Teilaufgabe 26.4. Zeigen Sie, dass sich fiir die Mal3zahl des

o

2
Flacheninhalts A(b)=—g— +2,5 ergibt. Bestimmen Sie den Grenzwert

von A(b) fiir b—co. €2

27.0 Die Abbildung zeigt den Graphen einer gebrochen-rationalen Funktion
h:x—h(x)= O,25x+0,75+ib, D, .. ©R mitseiner schiefen Asymptote
X+ ‘

y =0,25x + 0,75 und der weiteren Asymptote x = 1. Es gilt a,beR.
Alle abzulesenden Werte sind ganzzahlig. (Abitur 2018 Al)

Ay (;h

27.1 Aus der Gleichung der schiefen Asymptote kbnnen
Iim(h(x)—(0,25x+0,75)) und limh’(x) gefolgert werden.

Geben Sie diese Grenzwerte an und begriinden Sie lhre Ergebnisse. &
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27.2 Fur diese Teilaufgabe gilt x > 1. Lesen Sie aus der Abbildung die Losungsmenge der
Ungleichung h(x) <2 ab. &

27.3 Bestimmen Sie die Parameter a und b und geben Sie die Funktionsgleichung der
Funktion h an. @

X’ —3x+4
28.0 Gegeben ist die Funktion f:x+—» ———— in der maximalen Definitionsmenge
2(x—3)(x—2)

szR\{2;3}. (Abitur 2018 All)
28.1 Ermitteln Sie die Art der beiden Definitionsllicken. @

28.2 Zeigen Sie, dass gilt: (x> —3x*+4):(x—2)=x"—x—2.
Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen. O

1 2
28.3.0 Im Folgenden wird die Funktion g:x»—>5x+1+—3 mit der Definitionsmenge
X_

D, :R\{3} betrachtet. Ihr Graph heif3t Gg.

28.3.1 Stellen Sie durch geeignete Umformung den Zusammenhang zwischen den
Funktionen f aus 28.0 und g aus 28.3.0 her. Geben Sie die Bedeutung der
Funktion g fiir die Funktion f an. &)

28.3.2 Geben Sie die Nullstellen von g und die Gleichungen sowie die Art der Asymptoten
des Graphen Ggan. O

28.3.3 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion g und geben Sie die
Art und Koordinaten der Extrempunkte des Graphen Gg an. @

1 2
mogliches Teilergebnis: g'(x)=—-—
(mog g 5 (X_3)2)

28.3.4 Zeichnen Sie Gg mit seinen Asymptoten flr -2 < x < 8 in ein kartesisches
Koordinatensystem. ()

28.3.5 Bestimmen Sie die Wertemenge der Ableitungsfunktion g". @

29.0 Gegeben ist die Funktion f: x> ") mit der maximalen Definitionsmenge
X+

D, =R. Der Graph von f wird mit G, bezeichnet. (Abitur 2019 Al)

29.1 Untersuchen Sie die Funktion f auf Nullstellen. O
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29.2 Geben Sie Art und Gleichung der Asymptote von G, an und bestimmen Sie die

Koordinaten méglicher gemeinsamer Punkte der Graphen G, mit seiner Asymptote. O

29.3 Ermitteln Sie Art und Koordinaten der Extrempunkte von G, . O

3x° -3

MoglichesTeilergebnis: f/(x)= -
(x2 +1)

29.4 Zeichnen Sie den Graphen G, und seine Asymptote im Bereich -4 < x< 7 in ein
kartesisches Koordinatensystem. ()

29.5 Zeigen Sie, dass die Funktion F:XI—>0,5x—1,5-In(x2 +1) mitD_= R eine Stammfunktion
von fist. @

29.6 Der Graph der Funktion f, seine Asymptote und die Gerade mit der Gleichung x = 3
schlieflen ein endliches Flachenstiick ein. Kennzeichnen Sie dieses Flachenstlick in der
Zeichnung der Teilaufgabe 29.4 und berechnen Sie die exakte Mal3zahl seines
Flacheninhalts. @

3
29.7 Es gilt j(o,5—f(x))dx=o (Nachweis nicht nétig !).
-3
Deuten Sie dieses Ergebnis geometrisch. &2

3 2
X~ +3x"+3x
30.0 Gegeben ist die Funktion h:XHT in der maximalen Definitionsmenge
X~ +2x

D, cR. (Abitur 2019 All)

30.1 Bestimmen Sie D, , priifen Sie h auf Nullstellen und folgern Sie daraus die Art der

Definitionsliicken. Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte bei Anndaherung
an die Definitionsllcken. @

x> +3x+3
30.2.0 Die Funktion f:x+— T mit D, :R\{—Z} ist die stetige Fortsetzung der
X

Funktion h (Nachweis nicht erforderlich !). Ihr Graph wird mit G, bezeichnet.

1
30.2.1 Zeigen Sie, dass sich die Gleichung der Funktion f auch in der Form f(x)=x+1+—2
X+

darstellen ldasst und geben Sie jeweils die Gleichung und die Art aller Asymptoten von

Gf an. O
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30.2.2 Untersuchen Sie, ob sich der Graph Gf fir x — o von oben oder von unten der
schiefen Asymptote anndhert. O

30.2.3 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle sowie die Art und Koordinaten der
Extrempunkte von G,. O

X* +4x+3

Mogliches Teilergebnis: f/(x)= -
(x+2)

30.2.4 Zeichnen Sie den Graphen G, und seine Asymptoten fiir -4 <x <5 in ein kartesisches
Koordinatensystem. (O

4
30.2.5 Berechnen Sie das bestimmte Integral J.(f(x)—(x+1))dx auf zwei Nachkommastellen
0
gerundet und schraffieren Sie die zugehorige Flache im Koordinatensystem der
Teilaufgabe 30.2.4. €
-2
31 Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f mit f(x):x—s, die Graphen der
X

0,002
f(x)
Begriinden Sie fiir jeden der Graphen, ob er zu den Funktionen f, f/, F oder h gehért. @

Ableitungsfunktion f/, einer Stammfunktion F von f und der Funktion h mit h(x)=

T 1 T 1
=6 =5 = 31D
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32 Die Abbildung zeigt den Graphen Gs einer Funktion f sowie den Graphen Gr einer zu f
gehoérenden Stammfunktion F (mit C = 0). Bestimmen Sie naherungsweise mithilfe von G

b d
die Integrale If(x)dx und jf(x)dx. @
Entnehmen Sie dazu die Integrationsgrenzen der Abbildung. Beschreiben Sie in Worten,

d
welche anschauliche Bedeutung das Integral Jf(x)dx besitzt.

6 -5 -4 -3

1 2 1
33.0 Gegeben sind die Funktionen aa: x+— —x+— mit D, =R\{O} und b:XHEX mit D, =R.
X

Der Graph der Funktion a heit G, und der Graph der Funktion b heift G, .
In der Abbildung ist ein Teil des Graphen G_ fiir x > 0 und der Graph G, dargestellt.
G, ist die schrdge Asymptote von G_. (Abitur 2020 Teil 1)

Iy
Y\ Gs

23

Gp

33.1 Zeigen Sie, dass der vollstandige Graph G_ punktsymmetrisch bezuglich des
Koordinatenursprungs ist. O
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33.2 Geben Sie die Art und die ganzzahligen Koordinaten der relativen Extrempunkte von G,

an und zeichnen Sie G, fiir x < 0 in das Koordinatensystem von 33.0 ein. O

33.3 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an G_ im Punkt P(lla(l)) . O

34 Von einer gebrochenrationalen Funktion ¢ mit der Definitionsmenge D_ :]R\{—l;l}

und ihren Graphen G_ sind die folgenden Eigenschaften bekannt:

Die Funktion c hat eine Unendlichkeitsstelle mit Vorzeichenwechsel bei x = 1.
Die Funktion c hat eine stetig behebbare Definitionsliicke bei x = -1.
Die Funktion c hat eine einzige Nullstelle x = 2 mit der Vielfachheit 2.

Es gilt: P(-3|5)€G,

Bestimmen Sie eine Gleichung der Funktion c so, dass die genannten Eigenschaften

erfiillt sind. (Abitur 2020 Teil 1) @

35.0 Gegeben ist die Funktion f: x> X 1
X_

2

mit der Definitionsmenge D, :R\{l}.

Der Graph der Funktion f heift G, . Untenstehende Abbildung zeigt einen Teil von G,
mit seinen beiden Asymptoten. (Abitur 2020 Teil 2 Al)

y

35.1 Bestatigen Sie die schiefe Asymptote von G, und die Nullstelle von f durch Rechnung. Q

35.2 Geben Sie mithilfe der Abbildung die maximalen Monotonieintervalle sowie die
Wertemenge der Funktion f an. Entnehmen Sie hierzu der Abbildung ganzzahlige

Werte. O

36.0 Gegeben ist die Funktion h:x+>h(x)=

3x° —

—2x> +4x

mit der maximalen Definitionsmenge

D, € R. Der Graph der Funktion h heift G, . (Abitur 2020 Teil 2 All)

36.1 Bestimmen Sie Dh, die Nullstellen von h und geben Sie die Art der Definitionslicken

vonhan. €
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36.2 Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen G, an. O

3x—2
36.3.0 Gegeben ist die Funktion f:xn—>f(x)=ﬁ mit der maximalen Definitionsmenge
—2x°+

D, cR. Der Graph der Funktion f heiRlt G,.

36.3.1 Geben Sie die maximale Definitionsmenge von f an und zeigen Sie, dass h(x) = f(x)
fur alle xeD, ND, gilt. O

36.3.2 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle des Graphen G, . O

6x* —8x+12
(mégliches Teilergebnis: f/(x)=———— = )

(2 - 4)2

36.3.3 Zeichnen Sie die Asymptoten von G, in ein kartesisches Koordinatensystem und
fertigen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse und weiterer geeigneter
Funktionswerte eine Skizze von G, an. O

36.3.4 Erstellen Sie eine Wertetabelle der ersten Ableitungsfunktion f/ fiir -0,5 <x < 1,25
mit der Schrittweite Ax=0,25 auf zwei Nachkommastellen gerundet. Begriinden Sie

mithilfe der Wertetabelle, dass G, einen Wendepunkt besitzen muss. Entscheiden

Sie, in welchem Quadranten dieser Wendepunkt liegt und begriinden Sie diese
Entscheidung. &2

+2)(x—2
37 Gegeben ist die Funktion g:XI—)% mit ihrer maximalen Definitionsmenge

D, cR. Ihr Graph wird mit G, bezeichnet.

Geben Sie D, sowie die Art der Definitionsliicken von g an und untersuchen Sie g auf

Nullstellen. Geben Sie auch jeweils die Art und die Gleichung aller Asymptoten von
an. (Abitur 2021 Teil 1) O

6x+12

X* +4x+6

Der zugehdrige Graph wird mit G, bezeichnet. (Abitur 2021 Al)

38.0 Gegeben ist die Funktion f:x+> mit der Definitionsmenge D, =R.

38.1 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f sowie die Gleichung der Asymptote von G, . O
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38.2 Ermitteln Sie jeweils die Art und die Koordinaten aller relativen Extrempunkte von G, .

Runden Sie die Koordinaten auf zwei Nachkommastellen. O

—6x* —24x—12
(Mégliches Teilergebnis: f/(x)= X X )

(x2 +4x+6)2

38.3 Gegeben ist die zweite Ableitungsfunktion f//

12(x+2)[x—(—2—\/g)}[x—(—2+\/g)]
(x2 +4x+6)3

(Nachweis nicht erforderlich !). Begriinden Sie, dass die Funktion f drei Wendestellen

durch die Gleichung

/(x) = mit der Definitionsmenge D , =R

besitzt. Lesen Sie die x-Koordinaten der Wendepunkte von G, ab und geben Sie diese
an. Bestimmen Sie die y-Koordinaten auf zwei Nachkommastellen gerundet. &

38.4 Zeichnen Sie den Graphen G, im Bereich -9 < x <5 unter Verwendung vorliegender

Ergebnisse sowie weiterer geeigneter Funktionswerte in ein kartesisches
Koordinatensystem. ()

39.0 Gegeben ist die Funktion f:x+> B
X

Der Graph von f wird mit G, bezeichnet. (Abitur 2021 All)

mit der Definitionsmenge D, =R\{O}.

39.1 Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte von f bei links- und rechtsseitiger
Anndherung an die Definitionsliicke x = 0 und ermitteln Sie die Gleichungen aller

Asymptotenvon G.. O

39.2 Zeigen Sie, dass die Funktion f keine Nullstellen besitzt. O)

39.3 Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle sowie die Art und Koordinaten aller
Extrempunkte von G,.. O)

—x*+1
(Mbgliches Teilergebnis: (x)= x2 )
X

39.4 Zeichnen Sie den Graphen G, unter Beriicksichtigung aller bisherigen Ergebnisse und

weiterer geeigneter Funktionswerte sowie alle Asymptoten fiir -5<x <5 in ein
kartesisches Koordinatensystem. O
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x* —

1
PR mit ihrer maximalen Definitionsmenge
—X

D, =]R\{—2;2}. Der Graph der Funktion p wird mit G_ bezeichnet. (Abitur 2022 Teil 1)

40.0 Gegeben ist die Funktion p durch p(x)=

40.1 Untersuchen Sie, ob Gp eine Symmetrie zum Koordinatensystem besitzt und geben Sie

diese gegebenenfalls an. ()

40.2 Bestimmen Sie die Art der Definitionsllicken von p sowie die Koordinaten der
Schnittpunkte von Gp mit den Koordinatenachsen. Geben Sie auch fir jede Asymptote

des Graphen G, die Art und die Gleichung an. O

40.3 Eine der folgenden zwei Abbildungen zeigt den Graphen der ersten Ableitungsfunktion

p’ der Funktion p. Nennen Sie den Buchstaben des richtigen Graphen und begriinden
Sie lhre Wahl durch ein Argument. €2

a) b)
p/ () R 1w

N WA
N W 8

SR N

IR RS

?—4x+8
41.0 Gegeben ist die Funktion f durch f(x)= % mit ihrer maximalen
—2x+
Definitionsmenge D, =R\{2}. Der Graph von f wird mit G, bezeichnet.

(Abitur 2022 Al)
41.1 Zeigen Sie, dass die Funktion f keine Nullstellen besitzt und untersuchen Sie das

Verhalten der Funktionswerte von f bei links- und rechtsseitiger Anndherung an die
Definitionsliicke. Geben Sie die Art der Definitionsliicke an. O

41.2 Ermitteln Sie jeweils die Art und die Gleichung aller Asymptoten von G,. O

)

1
(mogliches Teilergebnis: f(x)=—=x+1+
2 —2x+4
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41.3 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle sowie jeweils die Art und die
Koordinaten aller Extrempunkte von G,. O

-2x°+8
(mégliches Teilergebnis: f/(x)= X Tex )

(~2x+a)

41.4 Zeichnen Sie den Graphen G, unter Berlcksichtigung aller bisherigen Ergebnisse und

weiterer geeigneter Funktionswerte sowie alle Asymptoten fiir -6 < x < 8 in ein
kartesisches Koordinatensystem. Geben Sie die Wertemenge der Funktion f an.
MaRstab auf beiden Achsen: 1LE=1cm O

42.0 Die Abbildung zeigt den Graphen G_ einer HH " ;chiefeAsjympm;e:
gebrochenrationalen Funktion g mit ihrer | I B
maximalen Definitionsmenge Dg=R\{O}. et b
Der Graph G_ ist punktsymmetrisch zum . :
Koordinatenursprung, besitzt keine lokalen Extrempunkte /,,"’,.1

und hat genau eine schiefe und genau eine senkrechte
Asymptote. (Abitur 2023 Teil 1)

42.1 Lesen Sie die Nullstellen der Funktion g und die Gleichungen der Asymptoten des
Graphen G'g ab und geben Sie diese an. O

].zg(x)dx .

-3

42.2 Gegeben ist:

Dieser Wert kann geometrisch als Inhalt einer Flache im Koordinatensystem von 42.0
interpretiert werden. Kennzeichnen Sie dieses zugehorige Flachenstlick im
Koordinatensystem oben. @)

42.3 Begriinden Sie, dass der Graph Gg, der Ableitungsfunktion g’ die waagrechte

Asymptote mit der Gleichung y = 1 besitzt. Zeichnen Sie samtliche Asymptoten von
G, in das Koordinatensystem von 42.0 ein und skizzieren Sie G, in dieses

Koordinatensystem. @
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42.4 G ist eine Stammfunktion von g mit D_ = R\{O}. Der Graph der Stammfunktion G wird

mit G_ bezeichnet. Kreuzen Sie fiir jede der folgenden Aussagen jeweils an, ob sie

wahr oder falsch ist.

Hinweis: Setzen Sie |hr Kreuz nur bei denjenigen Aussagen, bei denen Sie sicher sind.
Jedes falsch gesetzte Kreuz geht mit -0,5 BE und jedes richtig gesetzte Kreuz mit +1 BE
ein. Im unginstigsten Fall wird die Aufgabe mit O BE bewertet. @

Aussage wahr

Gg besitzt ein relatives Maximum an der Stelle x=—1.

Gg ist streng monoton steigend im Intervall ]—oo ;0[.

Ggist linksgekriimmt im Intervall ]0 ;40 .

G(3)-G(1)<5

X3 —x

4-x

mit ihrer maximalen Definitionsmenge D, cR.
Nebenstehende Abbildung zeigt einen
Ausschnitt des Graphen G, der Funktion f.
(Abitur 2023 All)

43.0 Betrachtet wird die Funktion f:x—

43.1 Bestimmen Sie Df sowie die Nullstellen von f

und geben Sie jeweils die Art der
Definitionsliicken von fan. O

43.2 G, besitzt genau vier lokale Extrempunkte.
Die Koordinaten der beiden Extrempunkte
H undT ergeben sich auf zwei Nachkommastellen

gerundet zu H,(3,26]-4,74) bzw. T,(0,61|-0,11).

Zeigen Sie rechnerisch, dass G, punktsymmetrisch

zum Ursprung ist und geben Sie anschliellend
die gerundeten Koordinaten der Extrempunkte

H,undT, an. O
43.3 Ermitteln Sie fur jede Asymptote von G,
ihre Art und ihre Gleichung. O

43.4 G, schneidet die x-Achse fiir x> 0 im Punkt N
(siehe Abbildung). Ermitteln Sie die Gleichung
der Tangente an G, im Punkt N. &9
—x*+11x° -4
(Teilergebnis: f/(x):%
(a=r)

falsch

y

Gy
T

Zeichnung
nicht
malistablich!

H

2| N
Tl X
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43.5 Gegeben sind die Gleichungen der zweiten, dritten und vierten Ableitungsfunktion der
6(x +12x) 18(x" +24x" +16) 72(X° +40x’ +80x)
.f///(x): ,'f(4)(X)=

(a-) (a-x) (4-x)

(Nachweis nicht erforderlich !). Es gilt: D, =D , =D D
f

e~ P

Funktion f: f//(x)=

Untersuchen Sie die vierte Ableitungsfunktion f'* auf Nullstellen. Tragen Sie
ausgehend von den gegebenen Ableitungen die fehlenden Zahlen in die leeren

Kastchen im Term der fiinften Ableitungsfunktion f** ein:

o x” +60° +240x” +64)
f®(x)= -
(4-¢)
44.0 Gegeben ist die Funktion f sk |
+1 : i
durch die Gleichung f(x):x— . ; 5
1_X % 2.5 T
mit D, :R\{l}. Der Graph der ’

Funktion f heilt Gf. Die

Abbildung zeigt einen Teil /
.Y

von Gf mit seinen beiden y1 s o| o5 15 2 25 3 35
Asymptoten. (Abitur 2024 Al) e
44.1 Lesen Sie jeweils die Art und -t
die Gleichung der Asymptoten -2
von G ab und geben Sie e :
diese an. i b 3 ‘
' O i Gs

44.2 Gegeben ist die Funktion g durch die Gleichung g(x):—x mit D, =R . Der Graph der
Funktion g heil3t Gg . Zeichnen Sie Gg in die obige Abbildung ein und berechnen Sie die

exakten x-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen G, und G_. O

(Teilergebnis: x= 1+\/£ )

1+\/£ 3
44.3 Gegeben sind die bestimmten Integrale J (—1—g(x))dx und J (—1—f(x))dx.
1 142
Die Integralwerte kénnen jeweils geometrisch als Flachenmalizahl eines Flachenstiicks
im Koordinatensystem von 44.0 interpretiert werden. Kennzeichnen Sie die beiden
Flachenstiicke in 44.0. @)
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( ): x> —3x+2

45.0 Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung f(x mit ihrer maximalen

X
Definitionsmenge D, :R\{O}. Der Graph von f wird mit G, bezeichnet.

(Abitur 2024 All)

45.1 Zeigen Sie, dass f(x) zu jedem der beiden folgenden Terme dquivalent ist: O

(x—l)z(x+2)

Hinweis: Fir alle drei Darstellungsformen der Funktion f gilt: D, =R\{O} (Nachweis

nicht erforderlich).

45.2 Geben Sie die Nullstellen von f mit ihrer jeweiligen Vielfachheit an. O

45.3 Geben Sie zu jeder Asymptote von G, deren Art und Gleichung an. O

45.4 Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle von G, und geben Sie die Art
seines einzigen lokalen Extrempunktes an. O
X’ +3x—4

(mogliches Teilergebnis: f/(x) —3)
X
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46.0 Die nebenstehende Skizze zeigt ein 8 m breites
und 10 m langes Kinderbecken, welches an der
Vorder- und Riickseite wasserdicht verschlossen
ist (nicht in der Abbildung dargestellt).

8m

Die untenstehende Skizze zeigt in einem kartesischen Koordinatensystem modellhaft

den Querschnitt des Kinderbeckens, dessen obere Begrenzungslinie durch den Graphen
2

Gh der Funktion h:x mit der Definitionsmenge D, =[—4;4] beschrieben wird.

x> +6

Die Koordinaten x und y sind Ldngenangaben mit der Einheit Meter. Bei Rechnungen
kann auf das Mitflihren von Einheiten verzichtet werden. Runden Sie Ihre Ergebnisse
auf eine Nachkommastelle. (Abitur 2025 Al)

| by
0,84
0,4
S~ -~
N~ | A _
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 g

46.1 Zeigen Sie rechnerisch, dass Gy symmetrisch zur y-Achse verlauft. O

46.2 Laut einer neuen Verordnung darf der Boden von Kinderbecken eine maximale Steigung
von 30 % nicht berschreiten. Uberpriifen Sie, ob die neue Verordnung eingehalten

wird. @

2
(mégliche Teilergebnisse:  h'(x)=———  h"(x _3ex+r2

(x2 +6)2 (x2 +6)3 )

2
46.3 Das bestimmte Integral J‘(O,4—h(x))dx kann geometrisch als MaRzahl eines
-2
Flachenstlicks im Koordinatensystem von 46.0 interpretiert werden. Kennzeichnen Sie
das Flachenstiick in 46.0 und schatzen Sie den Wert der zugehorigen Flachenmal3zahl
durch geometrische Betrachtung naherungsweise ab.
Die maximale Wassertiefe im Kinderbecken soll 0,40 m betragen. Ermitteln Sie mithilfe
Ihres Schatzwertes einen Naherungswert fiir das dafiir bendtigte Wasservolumen in m3, @



I Hans-Leipelt-Schule Jochen Weber
[gﬂ Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauwérth
Technik e Sozialwesen e Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft

—x*=5

x> —5x
D, = IR\{—\/E;O; \/g} Der Graph der Funktion f wird mit G¢ bezeichnet.

(Abitur 2025 All)

47.0 Gegeben ist die Funktion f:x— mit ihrer Definitionsmenge

47.1 Untersuchen Sie, ob Gs eine Symmetrie zum Koordinatensystem besitzt. O

47.2 Ermitteln Sie die exakten Nullstellen der ersten Ableitungsfunktion f/ mit der
Definitionsmenge D, =D;. )

* +20x* 25
(mogliches Teilergebnis: f/(x)zi)

(x3 —5x)2

47.3 Die nachfolgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt des Graphen G, der Funktion f/.

Alle Nullstellen und Definitionsliicken von f/ sind in der Abbildung ersichtlich. Geben Sie
die maximalen Monotonieintervalle sowie jeweils die Art aller relativen Extremstellen
von f an.

Hinweis: Anstelle der exakten Zahlenwerte konnen bei der Angabe der Intervalle die in
der Abbildung ersichtlichen Bezeichnungen x,, x,, X, und x, verwendet werden. O

[t [y [ Lol j
[T s [ ‘
[ [
R , A
ZABHE NENERY BHENGELY A
i3 ~K4 3 ;—12 :1;0 7 zi 3 Tt 5
N L
SRR VAR
AR :
! XIZ‘X3 :I xI:x4;
RN H
—x(x+2)

48 Gegeben ist die Funktion f:x - mit ihrer maximalen Definitionsmenge

(x+2)(x—-2)
D; cIR. Der Graph von f wird mit Gr bezeichnet.
Geben Sie die maximale Definitionsmenge Gt, die jeweilige Art aller Definitionslicken
von f, die Nullstelle von f sowie jeweils Art und Gleichung aller Asymptoten von Gs an.
(Abitur 2025 Teil 1) O
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Jochen Weber

49.0 Die Abbildung zeigt den Ausschnitt des Graphen einer gebrochenrationalen Funktion g
mit D, =IR. Der Graph von g wird mit Gg bezeichnet. Die Funktion g besitzt genau zwei

Nullstellen. Diese sind ganzzahlig. Der Graph Gghat den absoluten Hochpunkt H(0|1).
(Abitur 2025 Teil 1)

G =1

49.1 Entscheiden Sie durch Ankreuzen, ob die folgenden Terme Werte haben, die grofer,
kleiner oder gleich Null sind:
Hinweis: Jede falsch beantwortete Aussage wird mit -0,5 BE und jede richtig bewertete
Aussage mit +1 BE gewertet. Im ungtinstigsten Fall wird die Aufgabe mit 0 BE gewertet. @&

Terme <0 =0 >0

g (0)

g’/ (0)

1
I g(x)dx

-1

49.2 In Abhéangigkeit des Funktionsterms g(x) der Funktion g werden weitere Terme wie folgt
1
definiert: h(x)=—— j(x)=x2-ef
Wgg W

Die zugehdrigen Funktionen h und j haben jeweils die maximale Definitionsmenge
D, IR und Djc IR. Bestimmen Sie mithilfe des Graphen Gg diese zwei

Definitionsmengen. @
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Losungen

D(g)=R\{-2}

Nullstelle: g(x)=0 =x*=0 = x=0 (doppelte Nullstelle)
Gleichungen der Asymptoten:

1) x = -2 (senkrechte Asymptote wegen Polstelle 1. Ordnung bei x =-2)

4
2) X :(x+2):x—2+—2 =y =x-2 (schiefe Asymptote)
X+

<

-10

-11

2.1
D(f)=R

Nullstellen: f(x)=0 =2x’-8=0 =x’=4 =x =-2 Xx,=2
Symmetrie:

2(—x)’—8 2x*-8 _
(—xP+1 xX+1
= G, ist achsensymmetrisch zur y-Achse

f(—x)=

f(x)
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2.2
Gleichung der Asymptote: y =2 (wegen Zahlergrad = Nennergrad)

f,(x)_4x-(x2+1)—(2x2—8)-2x_4x3+4x—4x3+16x_ 20x
(x*+1) (x*+1) (x*+1)
f'(x)=0 =20x=0 =x=0

Skizze von f": Nenner immer positiv

Skizze von 20x:

= x=0ist Tiefpunkt = TP(0/-8) = W(f)=1[-8;2[

27
23 f(3)=1 f(6)=1—
(3) 6)=12
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2.4.1
D(g)=R\{-2;2}
Gleichungen der Asymptoten:
1)x=-2 und x=2
(senkrechte Asymptoten wegen Polstellen 1. Ordnung bei x =-2 und x = 2)

2)y =0,5 (wegen Zahlergrad = Nennergrad)

keine Nullstellen

B 20x
g,(x):O-f(x)—l-f'(x):—f'(x): (1+x%) __ 20x
(f(x))? (f(x))* (2x*-8)°  (2x*-8)°
(x> +1)

g'(x)=0 =-20x=0 =x=0
Skizze von g": Nenner immer positiv
Skizze von -20x:

1
= x =0ist Hochpunkt = HP(O/—g)

2.4.2

f(x)=g(x) ﬁf(x)zi = (f(x))*=1 z(ZXZ—Sj =1
f(x) x*+1

2x* -8
X +1

7 \P \F
SX == DX == X =.]—
3 ! 3 ? 3

2x*—8
X +1

:>SP1(—\/§/—1) SPZ(\E/—l) SP,(-3/1) SP,(3/1)

=—1 =2x*-8=-x'-1 =3x’=7

=1)

2) =1 =2’-8=x+1 =x°=9 =x,=-3 x,=3
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2.4.3 Zeichnung siehe Koordinatensystem bei 2.3

3.1
D, =R\{-1;2}
Nullstellen: f(x)=0 = (x—1)*(x+1)=0
=x, =1 (doppelt) (x,=-1)&D,
Art der Definitionsliicken:
x =-1 stetig behebbare Definitionslicke
x=2 Polstelle 1. Ordnung
(x=1)’ )

lim existiert nicht  f(x) > —eo flirx —2
X:)Z X_z
Cx=1 .
lim existiert nicht  f(x)— oo flirx —2
x—>>2 X_2

-1 4 -1 4
im X4 im X4
x—<>—1 X=2 3 x;—l X=2 3

3.2.1

Gleichungen der Asymptoten:
1) x = 2 (senkrechte Asymptote)

1
2) (}X* =2x+1):(x=2)= x+—2 =y =x (schiefe Asymptote)
X_
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3.2.2
(2x=2)(x—2)—(x*—=2x+1) _x*—4x+3

(x—2) (x-2)
F(x)=0 =x—4x+3=0 =(x—3)(x-1)=0 =x =3 x =1

F(x)=

Skizze von f": Nenner immer positiv

Skizze von (x> —4x+3):

= x =1ist Hochpunkt = HP(1/0)
x =3 ist Tiefpunkt = TP(3/4)

Jochen Weber

3.2.3
X -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
1_‘(X) -2,25 -1,33 -0,5 0 - 4 4,5 5,33 6,25
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4.1

4.2

4.3

D, =R\{2}
Art der Definitionsliicke: x = 2 ist Polstelle 2. Ordnung

<

1 7 5
limf ——x+—————| existiert nicht g(x) —-co fiirx —2
L 2 4 (2x—4)

x—2

1 7 5 >
limf ——x+————| existiert nicht g(x) —-co firx —2
> 2 4 (2x—4)

1 7 5 1 7 5
gl)=—=1+——————=-=4+--==0 =>x=1ist Nullstellevong

2 4 (21-4* 2 4 4
Schnittpunkt mit der y-Achse: x=0
5 23

7 23
0)=—-—=— =5 (0/—
6(0) 4 16 16 y( /16)

x—2

Gleichungen der Asymptoten:
1) x = 2 (senkrechte Asymptote)

1 7
2)y= —Ex+ 2 (schiefe Asymptote)

lim———=0, lim———=0,
x> (2 —4) x> (2x—4)

= Gg nahert sich fur |x| — oo der Asymptote jeweils von unten.

A\

Jochen Weber
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51

5.2

5.3

Nullstellen: f(x)=0 =-x>4+6x*—9x=0 =—x(x—3)"=0

=x, =0 (einfach)  x, =3 (doppelt)

Verhalten in der Umgebung der Definitionsliicke:

3 2 <
—X"+6X"—9x
lim————— existiert nicht  f(x) — -co fir x—1
S 2(x=1)
—x +6x> —9x g
lim————— existiert nicht f(x) — -co flir x—1
1 2(x=1)

= x = 1ist Polstelle 2. Ordnung (ohne VZW)

—x +6Xx° —9x

flx)=——
2X°—4x+2

1
(= +6X* —9%): (2X* —4X+2) = ==X+ 2+ ———
2 2X —4x+2

1
=y =2 x+2 (schiefe Asymptote)

Das Restglied ist fur alle xeD_ negativ, d.h. der Graph der Funktion verl3uft fur alle

x €D, unterhalb der schiefen Asymptote.

Jochen Weber
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6.1

_ —41416-32 -4%+-16

2 _ —
X' +4x+8=0 =x = > = 5 (f)

= Dg =R
Gleichung der Asymptote:

y =0 (wegen Zahlergrad kleiner Nennergrad)

6.2
g(x)=0 =4x+8=0 = x=-2
2'(x)= 4(x* 4 4x+8)—(4x+8)(2x+ 4) _ —4x* —16x
(x* +4x+8) (x> +4x+8)?
g'(x)=0 =-4x*-16x=0 =—4x(x+4)=0 =x =0 x,=-4

Skizze von g": Nenner immer positiv

Skizze von (—4x> —16x):

=x, =0 HP =HP(0/1)  x,=—-4 TP =TP(-4/-1)

6.3

7.1
D, =R\{-1}
Achsenschnittpunkte:
f(x)=0 =6-6x=0 x=1 =N(1/0)

f(0)=%=6 =5,(0/6)

Art der Definitionsliicke:
x =-1ist Polstelle 2. Ordnung (ohne VZW)

Verhalten in der Umgebung der Definitionsliicke:

<

existiert nicht  f(x) > o flir x—>—1

>

existiert nicht  f(x) > oo flir x—>—1
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7.2

7.3

7.4

Gleichungen der Asymptoten:
1) x =-1 (senkrechte Asymptote)

2) y = 0 (waagrechte Asymptote, weil Zahlergrad kleiner Nennergrad)

6—6
lim ( 1;(2 =0_ =der Graph nadhert sich seiner Asymptote fuir x— +co von unten an
X—>+oo X+
F(x)= —6-(x+1)° —(6—6x)-2(x+1) —6(x+1)—(12—12x) 6x—18

(x+1)*
f'(x)=0 =6x-18=0 =—=x=3
Skizze von f':

Skizze Zahler:

3
= x =3 ist Tiefpunkt = TP(3/—Z)

(x+1)

Skizze Nenner:

(x+1)

A Aol

—
N4
w4

o
R

Jochen Weber
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8.1

Definitionsmenge: 2x>—5x+3=0 = X, =

N | W

x, =1 :Df:R\{l;g}

Art der Definitionslicke:

F(x)= X(x—1)

3
2(x—1)(x— E)

3
x = 1 ist stetig behebbare Definitionsliicke und x = > ist Polstelle 1. Ordnung

Nullstelle: f(x)=0 =x*—x=0 =x(x-1)=0 =x,=0 (x,=1)¢D,

8.2 fix)=— 1) ===
2Ax=1)0—)  2x—) X

X - +
2x—3 - -
X
2x—3

%(x)>0 in ]—oo;O[ sowie in };;oo[ und %(x)<0 in }O;%[

8.3
Gleichungen der Asymptoten:

1) x = 1,5 (senkrechte Asymptote wegen Polstelle 1. Ordnung)

1
2)y= > (zahlergrad = Nennergrad)
“y
5..

4..

Jochen Weber
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9.1
Gg misste bei x = -1 wegen x = -1 Polstelle 2. Ordnung eine senkrechte Asymptote

2

besitzen und musste auRerdem bei x = 2 und x = -3 Nullstellen besitzen.

Gg miusste bei x = -1 wegen x = -1 Polstelle 1. Ordnung eine

3

senkrechte Asymptote besitzen.
G, kann beiy = 2 keine waagrechte Asymptote besitzen,

weil Zdhlergrad grofRer Nennergrad.
G, misste den Schnittpunkt mit der y-Achse bei (0/-6) besitzen.

= die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion g, .

10.1
D(f)=R\{1}
f(x)=0 =x>+3=0 (f)
= f hat keine Nullstellen

10.2

(x*+3):(—x+1)=—x—1+
—x+1

Asymptoten:
x=1 (senkrechte Asymptote)
y =—x—1 (schiefe Asymptote)

10.3
2x(1—x)—(x* +3)(—-1)  —x"+2x+3
(1-x) -
f(x)=0 =-x"+2x+3=0 =—(x+1)(x-3)=0 =x =-1 x,=3

f(x)=

Skizze von f": Nenner immer positiv

Skizze von (—x* +2x+3):

=G, smfin ]—oo;-l] sowiein [3;00[

Gf smsin [-1;1[ sowiein ]1;3]
=x =-1TP =TP(-1/2) x,=3 HP =HP(3/-6)
Wertemenge: W(f)= ]—oo;—6]u[2;+oo[
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104
X -3 -1 0 0,5 1 1,5 3 5
g(x) 3 2 3 6,5 -10,5 -6 -7
7 G,
\/2
11.1
D(g)=R\{2}

4x* —2x-5 <
Iim(%) existiert nicht g(x) — —oo flir x—2
< X—

4x* —2x-5 g
Iim(%) existiert nicht g(x) — oo flirx—2
> X_

x—2

Gleichungen der Asymptoten:

x=2 (senkrechte Asymptote)

(4x*> —2x—5)(2x—4) =2x+3+

2x—4
y=2x+3 (schiefe Asymptote)

11.2

>2x+3 = >0

2x—4 2x—4
= 2x—4>0 (da Zahler immer positiv) =x>2 :>B:]2;oo[

2x+3+
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12.1

D(f)=R\{-2}

2
. X—2 . . LT
lim| —— | existiert nicht f(x)— oo flirx—>-2
o\ X+2

2 >
lim X=< existiert nicht f(x)— oo firx—-2
o\ X+2
Nullstelle:

f(x)=0 =x—-2=0 = x=2 (doppelte Nullstelle)
= G(f) berlihrt bei x = 2 die x-Achse von oben

<

12.2 W(f)= [O;+oo[ , weil f(x) > 0 fiir alle x e D(f) und fur x—-2 strebt f(x) gegen +oo

12.3
f,()()zz.x—z.1-(x+2)—(x—2)-1:2‘(x—2)-4:8x—16
X+2 (x+2) (x+2)  (x+2)
f'(x)=0 =8x—-16=0 =x=2
Skizze von f":
Skizze Zahler: Skizze Nenner:

=x=2 TP =TP(2/0)
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12.4
Asymptoten:

x=-2 (senkrechte Asymptote)
y=1 (waagrechte Asymptote, weil Zdhlergrad = Nennergrad)

x | -12|-10| -8 |-6| -4 3,75 211102 4 6 8 10

f(x) 11,96 1225|278 4 |9 |108|--|9|1]|0/011|0,25|0,36|0,44

A Aol

12.5 Aus 12.3 ist bekannt, dass G(f) bei x = 2 einen Tiefpunkt hat. In der Umgebung eines
Tiefpunktes ist der Graph linksgekriimmt. Damit sich der Graph aber der waagrechten
Asymptote y = 1 anndhert, so muss fir x > 2 die Linkskrimmung in eine
Rechtskriimmung tbergehen, d.h. das Krimmungsverhalten muss sich fiir x > 2 andern.
Folglich muss G(f) fir x > 2 mindestens einen Wendepunkt besitzen.

12.6 F ist eine Stammfunktion von f, d.h. es gilt: F'(x)=f(x).
F(x)=0 =f(x)=0 =x=2 (doppelte Nullstelle)
Das Vorzeichen von F andert sich bei x = 2 nicht, also kann x = 2 kein Extrempunkt
von F sein. Da F’eine doppelte Nullstelle bei x = 2 besitzt, hat F** bei x = 2 noch eine
einfache Nullstelle, d.h. F hat bei x = 2 einen Wendepunkt und wegen F'(2) = 0 ist dies
sogar ein Terrassenpunkt.
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13.1
Definitionsmenge: D, :R\{l}
Gleichungen der Asymptoten:
x=1 (Polstelle 1. Ordnung)

1
(x> —4x+4):(x—1)=x—3+——
x—1

=y=x-3 (schiefe Asymptote)
Nullstelle:
f(x)=0 =(x=2)’=0 =x=2

Jochen Weber

13.2
£ (0= 2(x—2)-(x=1)—(x—2)*-1 _2(x*—3x+3)— (X" —4x+4)
(x—1)* (x—1)*
X =2
(x—1)*
f(x)=0 =x*-2x=0 =x(x-2)=0 =x,=0 x,=2
Skizze von f:  Nenner immer positiv
Skizze von (x> —2x):
—x, =0 HP  =HP(0/-4)
x,=2TP =TP(2/0)
13.3
x | -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
f(x) | -5,33 -4,5 -4 -—- 0 0,5 1,33 2,25 3,2 4,17
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(1) nicht entscheidbar

(2) Aussage richtig, da G, links von x = 0 steigt und rechts von x = 0 fallt

(3) Aussage falsch, weil h'(1) = 0 gelten misste

15.1

D, =R\{1}

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0)=-4 =S5 (0/-4)

Schnittpunkt mit der x-Achse:

f(x)=0 =x*-4=0 =x’=4 =x,=-2 N,(-2/0)
x,=2 N,(2/0)

Gleichungen der Asymptoten:

x=1 senkrechte Asymptote

y =1 waagrechte Asymptote (wegen Zihlergrad gleich Nennergrad)

15.2
— 2- —_— 2— . . —_—
f'(x)=(x 1)"-2x—(x"—4)-2-(x 1):
(x—1)*
22X —2x—2x"+8  —2x+8 3
(X_1)3 (X_1)3 f f

f(x)=0 =-2x+8=0 =x=4

Vorzeichenuntersuchung von f':

G, smfin ]—oo;l[ sowiein [4;+oo[
G, smsin ]1;4]

15.3

Jochen Weber



I Hans-Leipelt-Schule Jochen Weber
[% Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauwérth
Technik e Sozialwesen e Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft

16.1
Definitionsmenge:

2x* —8x+6=0 =2(x’ —4x+3)=0 =2(x-3)(x—-1)=0 =x =3 x,=1
=D, =R\{1;3}

Nullstelle:
(x—3)(x+2)

2x* —8x+6
Art der Definitionslicken:

=0 = (x—3)(x+2)=0 =(x, =3)D, x,=-2

x=13: stetig behebbare Definitionsliicke

x=1: Polstelle 1. Ordnung

16.2
—3)(x+2 +2 +2 =

F(x)= (x=3)(x+2) _ x+2 _ x _fx)

2(x—3)(x—1) 2(x—-1) 2x-2

+2 ~ <
lim X existiert nicht  f(x) > —eo fir x—1
x:>12X_2
. oX+2 . . p . g
I|m2 5 existiert nicht  f(x) > +oo fiir x—1
> X_

x—1

Gleichungen und Art der Asymptoten:

x=1 senkrechte Asymptote

1
y= E waagrechte Asymptote (Zahlergrad = Nennergrad)

16.3
1-(2x-2)—(x+2)-2 2x-2-2x-4 -6 -6 -3
(2x—2) O @2x=2) (2x=2) 4(x=1) 2(x—1)

Zahler immer negativ und Nenner immer positiv. = f’(x)<0 flrallexe D%

F(x)=

:>G¥ smfin ]—oo;l[ sowie in Jl;oo[
Wertemenge: WzR\{O,S}

16.4
y=mx+t

m=f’(2)=—§ y,=f(2)=2=P(2/2)
3
=2=-> 2+t St=5

3
:>t:y=—5x+5

-3 3
—=—= =-3=-1,52(x-1) = (x-1=1=x,=0 x,=2
2(x—1) 2

=R(0/-1)
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16.5

16.6
3
2Xx—2

X+2

f(x)= :>(x+2):(2x—2):%+

2Xx—2

:>F(x):%x+3-|n’2x—2‘-%+Cz%x+§-ln‘2x—2’+€

0 0
= 1
:>A:—Jf(x)dx=— —x+§-ln|2x—2| =—|0- —1+§In3 :§In3—1z0,65
J 2" 2 R 2 2

17.1
Definitionsmenge: D, :R\{O}
Nullstelle:
4x* —4x+1
2x°

4x* —4x+1
lim (XZ—ZXJ=2 (Zahlergrad = Nennergrad)
X—>—o0 X

4x* —4x+1
lim (%]:2 (Zahlergrad = Nennergrad)
X—>+oo 2X

< 2
x—0 2X

2x°

Asymptoten:

x—0

x=0 vy=2

1
=0 =4x° —4x+1=0 =(2x-1)>=0 :>x:5 (doppelte Nullstelle)

4x* —4x+1
Iim(LJ existiert nicht g(x)— +oo flir x—0

4x* — 4x+1
Ii[n(i] existiert nicht  g(x)— +oo fir x—0

Jochen Weber
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17.2
Extrempunkt muss bei x = 0,5 liegen, weil doppelte Nullstelle

= einfache Nullstelle von g" (VZW)
x = 0,5 muss wegen des Grenzverhaltens aus 17.1 ein Tiefpunkt sein TIP(0,5/0)

17.3
—4x+1
(8 - Ax+1): (2X¢) =2+
X
Schnittpunkt mit waagrechter Asymptote:
—4x+1
- =0 = -4x+1=0 =x=0,25 =SP(0,25/2)
X
17.4
“y
6._
5..
4._
3..
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2__, S R U R A R PP Ao AP PR AN MR P,
11 G;
6 5 4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6
_1..
_2..
18.1

Definitionsmenge: 4(x—3)=0 =>x=3 =D, =]R\{3}

Nullstellen: f(x)=0 =x*-5=0 zx1=—\/g x2=\/g
Art der Definitionsllicke: x=3 ist Polstelle 1. Ordnung,

weil 3 keine Nullstelle des Zahlers ist;

18.2

(x*=5):(4x—12)=0,25x+0,75+
4x—12

=f(x)=0,25x+0,75+

4x—12
Gleichungen der Asymptoten:

1) x=3 senkrechte Asymptote
2)y=0,25x+0,75 schiefe Asymptote
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18.3
2x-(4x—12)—(x*—5)-4 8x*—24x—4x’+20 _ 4x*—24x+20

(4x—12) (4x—12) (4x—12)
f(x)=0 = 4x*-24x+20=0 =x =5 x,=1

f(x)=

Skizze von f": Nenner immer positiv

sz ist smsin ]—oo;l] sowiein [5;00[

G, ist smfin [1;3[ sowie in ]3;5]
=x, =5TIP =TIP(5/2,5) x,=1HOP =HOP(1/0,5)
= W= |-e0;0,5 U] 2,559

18.4

R

\

19.1
f(x)=a- (x+1)(x—4)
(x—1)*(x—4)
f(5)=a- 61 =3 :>a-§=3 =a=8
21 8
— f(x)=8- (x+1)(x—4)

(x—1)*(x—4)
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19.2

8x+8
g(x)=

(x—1)°

Gleichungen der Asymptoten:

D, =R\{1}

1) y=0 (Nennergrad groRer Zahlergrad) waagrechte Asymptote
2)x=1 (Polstelle 2. Ordnung) senkrechte Asymptote
Nullstelle: g(x)=0 =8x+8=0 = x=-1

19.3
g'(x)= 8(x—1)* —(8x+8)-2(x—1) _ 8(x—1)—(8x+8)-2 _ —8x—24
(x—1)* (x—1)} (x—1)*
g'(x)=0 >-8x—-24=0 =>x=-3
Skizze von g:
Skizze Zahler: Skizze Nenner:

:>Gg smfin ]—oo;—3] sowie in ]1;00[ Gg smsin [—3;1[
=x=-3TIP TIP(-3/-1)

194
f(x)

Jochen Weber
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20.1
)= x® +3x°
2(x+2)°

D, =R\{-2}

x=-2inZahler: (-2)’+3(-2)* =420 = x=-2Polstelle 2. Ordnung
Nullstellen: f(x)=0 =x*+3x*=0 =x*-(x+3)=0 =x =0 x,=-3

<

3 2

+3

lim | = Xz existiert nicht = f(x) — +oo flir x—>—2
<\ 2(x+2)

Xx——2

>

3+3 2
m X XZ existiert nicht = f(x) — +oo flir x——-2
~ o\ 2(x+2)

x—>-2

20.2

1 1 4
(x3+3x2):(2x2+8x+8)=—x——+2—

2 2 2x"+8x+8
1 1 4 1 1 4 1 1 2

_X__ _— p— _——

27 2 2¢+8x+8 2 2 2x+2P 2 2 (x+2)
Gleichungen der Asymptoten:

1)x=-2 (wegen Polstelle 2.0rdnung)
1 1

2)y=—x——
)y X735

G, verlduft immer oberhalb der schiefen Asymptote, weil es keinen

#0

Schnittpunkt von G, mit der schiefen Asymptote gibt, weil 2y
X+

und ~ firalle xeR\{—Z} grofer Null ist.

(x+2)
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. (3% +6x)-( 2" +8x+8)—(x +3¢* )-(4x+8) _

[2(x+2)2 T

~ (3x2 +6x)-2-(x+2)—4-(x3+3x2) ~

4(x+2)3
_ 6x> +12x% +12X* +24x — 4x® —12x° _ 2x3 +12x% +24x _ X* +6x* +12x
3 3 3
4(x+2) 4(x+2) 2(x+2)

f(x)=0 =x*+6x2+12x=0 :>x(x2+6x+12):O
=X, =0 x*+6x+12=0 =keine weiteren Nullstellen

Skizze von f:

Skizze Zahler: Skizze Nenner:

=G, smsin ]—oo;—Z[ G, smfin ]—2;0] G, smsin [O;oo[
=x=0TIP =TIP(0/0)

20.4
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20.5

j[f(x)—(%x—%ndpj((sz)z )dx:j(2(x+2)‘2)dx=[z-(—1)-(x+z)-1}: -

0 0

:{—_2} S22 gy 2

X+2 X u+2 u+2

2 1 3 2
:>A(U)=1————=———
u+2 4 4 u+2

Iim(i—iJ:% = endliche Flache

wel 4 ut2
21.1
2
h(x):(x 1)(3x—0,5x7)
(x—=1)(x+1)
Definitionsmenge: (x—1)(x+1)=0 =x =1 x,=-1
=D, =R\{-1;1}

x=1: stetig behebbare Definitionsliicke
x=—1:Polstelle 1. Ordnung
h(x)=0 =3x—0,5x’=0 =x(3-0,5x)=0 =x,=0 x,=6

21.2.1

(—0,5x2+3x):(x+1):—0,5x+3,5+_3'5
x+1

=y =-0,5x+3,5 schiefe Asymptote
= x=-1 senkrechte Asymptote

21.2.2
F (0= (—x+3)(x+1)—(—0,5%x* +3x)-1  —x’+2x+3+0,5x’ —3x _ —0,5x’ —x+3
(x+1)? (x+1)? (x+1)
144(-12-4-(-0,5)3 17

f(x)=0 =-0,5x" —x+3=0 =x,, =
/ 2-(-0,5) -1

=X, =-1-V7~-3,65 x —1+v7=1,65
Skizze von f’: Nenner immer positiv
Skizze von (—0,5x> —x+3):

=x=-3,65 TIP TIP(-3,65/6,65) x=1,65 HOP HOP(1,65/1,35)
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21.2.3

22.1

Definitionsmenge: x* —3x+2=0 = (x—2)(x—1)=0 =>x =2 x,=1

=D, =R\{1;2}
h(x)= (x*+1)(1—x)

(x=2)(x—1)

x=2 Polstelle 1. Ordnung, weil sich (x—2) nicht aus dem Nenner kiirzen lasst
x=1ist stetig behebbare Definitionsliicke, weil sich (x—1) vollstandig aus dem
Nenner kirzen lasst
Nullstellen: h(x)=0 = (x*+1)(1-x)=0 = (x=1)¢D,
= h hat keine Nullstellen
Stetige Fortsetzung von h:
—(x*+1) —x*-1

h(x) =
() X—2 X—2

D. =R\ {2}
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22.2.1

(x> +1):(—x+2)=—x—2+

—X+2

=f(x)=—x—-2+
—X+2

Gleichungen der Asymptoten:
1) y =—x—2 schiefe Asymptote
2) x=2 senkrechte Asymptote

2 <
+1
li X2 existiert nicht = f(x) — +oo filir x—2
x;Z —X
2 >
+1
Iimx2 existiert nicht = f(x)— —oo flir x—2
> 2—X
x—2
22.2.2
f,(x)_2x-(2—x)—(x2+1)-(—1)_4x—2x2+x2+1_x2+4x+1
(2—x)’ (2—x)? (2—x)’
4416411 —4++12

4 _ 2 — — —
f'(x)=0 =x"+4x+1=0 =X, = " = :

=x,=2-45(=-0,24) x,=2+/5 (=4,24)
Skizze von f": Nenner immer positiv

Skizze von (x> +4x+1):

—x=-0,24TIP TIP(~0,24/0,47) x=4,24 HOP HOP(4,24/-8,47)
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22.2.3

23.1
Nullstellen:

f(x)=0 x*—4x—-5=0 (x=5)(x+1)=0 =x =5 x,=-1
Art der Definitionsliicke:

2
x=—2in Zahler einsetzen: (—2) —4(-2)-5=7#0

= x=-2 ist Polstelle 1.0rdnung
2 <
X°—4x-5
lim——— existiert nicht f(x) — —oo flir x—>-2
< 2x+4

x—-2
2 >
X°—4x—-5
lim ————— existiert nicht f(x)— e flir x—>-2

S, 2x+4

23.2

(x> —4x—5):(2x+4)=0,5x— 3+

2x+4
=y =0,5x— 3 schiefe Asymptote
x=-2 senkrechte Asymptote wegen Polstelle 1.0rdnung
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23.3
= DM@ A) (¢ —ax=5)-2_ 4 ~16-2¢ +8x+10_ 2 +8x-6
(2x+4y (2x+ 4y (2x+4)
F(x)=0 =2 +8x—6=0 =x =-2+V7=0,65 x =-2-7~-4,65
Skizze von f": Nenner immer positiv

Skizze Zahler:

= x=-—4,65 HOP HOP(-4,65/-6,65)
=x=0,65 TIP  TIP(0,65/-1,35)

23.4

23.5
y=mx+t

—6
m=f(-1)=—=-3
(-1) .

f-1)=0 =0=-3-(-1)+t =>t=-3

=>y=-3x—-3
1
Dreieck = Egh

g =Nullstelle von schiefe Asymptote—Nullstelle Tangente
g=6-(-1)=7
h :‘y—Achsenabschnitt =3

1

Dreieck 2

=A 7-3=10,5FE
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24.1

8x—12
lim| 4+ X ~|=4 = f(x)—> 4 flir x— foo
X—>Foo (X_2)

8x—12 <
Iim(4+(x 2)2J existiert nicht = f(x) — 4o fiir x—2
< X_

x—2

8x—12 g
Iim(4+ X 2)existiertnicht = f(x) > oo flir x—2

X—2 (X-Z)

Asymptoten:

y=4 x=2
24.2

8x—12 8x—12
=4

4+ =4 = =0 =8x-12=0 =x=1,5
(x—=2) (x—2)
=SP(1,5/4)
24.3
f(x)_4(x—2)2+8x—12_4(x2—4x+4)+8x—12_4x2—8x+4_

(x=2) (x—2) (x=2)
_A(X°—2x+1)  4(x—1)
(k=2 (x=2)
40-1)"
(0-2
4(x—1)

.

SP mit y—Achse: y= 1 :>Sy(0/1)

SP mit x—Achse: 0 =4(x—1=0 =x=1 =N(1/0)

(x—2

24.4

4-2(x—1)-(x—2)* - 4(x—1)*-2(x—2) _
(x—2)* -
_ 8(x—1)(x—2)—8(x—1) _ 8(x* —3x+2)—8(x’ —2x+1) —8x+8

f'(x)=

(x—2)° (x—2) (x=2)
f'(x)=0 =>-8x+8=0 =x=1
Skizze von f’:

Skizze Zahler: Skizze Nenner:

=G, smfin ]—oo;l] G, smsin[l;Z[ G, smfin ]2;00[
=x=1TIP TIP(1/0)

Jochen Weber
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24.5

25.1

\ Aol

Definitionsmenge:

x*=1=0 = (x-1)(x+1)=0 =x, =-1 x,=1
=D, =R\{-1,1}

Nullstelle:

gx)=0 =2(x+1)’=0 =(x=-1)eD,

= g hat keine Nullstellen

Art der Definitionsliicken:

x=1 Polstelle 1.0rdnung

x=—1 stetig behebbare Definitionslicke

2(x+1)? 2(x+1
lim (x+1) =lim (x )existiertnicht
x:>1 X _1 xi>1 X_l

g(x) — —oo flr x—1

g(x) — oo flir x—1 wegen Polstelle 1. Ordnung

lim 2(x+1) —0 lim 2(x+1) _

< _— > —
x—-1 X 1 x—-1 X 1

0

10

Jochen Weber
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25.2.1
Asymptoten:

1) x=1 senkrechte Asymptote
4
2)(2x+2):(x—1)=2+——
x—1
= y =2 waagrechte Asymptote

4
Iim—1:O+ = G, nahert sich flir x— +co von oben an die Asymptote y =2 an;
X—>o0 Y —

25.2.2

2(x—1)-2(x+1)-1 2x-2-2x-2 -4
(x—1)° (x—1)° (x—1)°

f'(x)=0 =>-4=0(f)

Zahler immer negativ; Nennerimmer positiv;

f'(x)=

=G, smsin ]—ool[ sowiein ]l;oo[

Wertemenge: W=R \{2}

25.2.3

\ Ao

25.2.4

I-

Aa) = 'T(Z—f(x))dx :j(—x%"l)dx:[—Aln‘x—l

= (~4In|-1))— (~4Inja—1)) = 4Inja—1]

25.2.5
lim (4-In|a—1|) existiert nicht

A(a) = +oo flir a— —oo (keine endliche Flache)

25.2.6
F'(x)=f(x)

G, smsin ]—oo;—l[ G, smfin ]—1;1[ siehe Zeichnung von f
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26.1

26.2

26.3

26.4

Df=R\{O} x=0Polstelle 3.0rdnung
f(x)=0 =2x+1=0 =x=-0,5

X—>too X

. 2x+1 L. .
lim " existiert nicht
- X

x—0

2x+1
Iim( X3 ):O (Zahlergrad <Nennergrad)

f(x)—> —oo flirx—0

f(x) > +oo flir x—0 wegen Polstelle 3.0rdnung

x> =3x"-(2x+1)  2x—3(2x+1) —4x-3
x° - x* S
f'(x)=0 =>—-4x—3=0 =>x=-0,75

Skizze von f":  Nenner immer positiv

F(x)=2

Skizze von (—4x—3):

=G, smsin ]—oo;—0,75] G, smfin [—0,75;0[ sowiein ]O;oo[

32
=x=-0,75HOP = HOP(—O,75/E)

Jochen Weber
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26.5

2x+1 2x 1 2 1 o 3
3 :—3+—3:—2+—3:2X +X
X X X X X

2 05
S-=4cC
X

f(x)=

F(x)=—2x"-0,5x>+C=—
X

26.6

b b
2 0,5 2 0,5 2 0,5

Ab)= |f(x)dx=| —=—— | ===——=—~(-2-0,5)=————"-+2,5
()!() {xxz} N )==s-

1

2
IimK—B— 0'5+2,5J:2,5

bZ

27.1
Iim(h(x)—(0,25x+0,75))= 0 dasich G flir x— oo der schiefen Asymptote annahert

Iim(h'(x)): 0,25 dasich G_flir x— oo der schiefen Asymptote anndhert

X—>o0

27.2 |L:]2;4[
27.3
d
r(x)=——
(x) X+b

=b=-1 wegen Polstelle beix=1
—h(0)=0 =>o,75+ﬁ:o —a=0,75

0,75
x—1

= h(x)=0,25x+0,75+

28.1
x=2inZ3hler: 2> -3.2°+4=0 = x=2 stetig behebbare Definitionsliicke

x=3inZahler: 3*-3.3°+4=4 =x=3 Polstelle 1. Ordnung

28.2
(x> =3x*+4):(x=2)=x"—x—-2
X'—x=2=0 =x,=2 x,=-1

= f hat eine Nullstelle bei x=-1

Jochen Weber
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28.3.1
)= x> —x—2 _ x> —x—2
2(x—3) 2x—6

1
(x> =x—=2):(2x—6)==x+1+
2 2x—6

= g ist die stetige Fortsetzung von f;

28.3.2
Nullstellen: x1:—1 x2:2

Asymptoten: x=3 senkrechte Asymptote

1
y= Ex+ 1 schiefe Asymptote

28.3.3

., .1 0(x=3)-21 1 2

gX)=ct———=" 2

2 (x—3) 2 (x—3)

i 2 1 2 2

g'(x)=0 = == =4=(x-3) = x -6x+5=0 =x,=5 x =1
(X—3)2 2 1 2

Skizze von g’: Nenner immer positiv

Skizze von Zahler:

:>Gg smsin ]—oo;l] sowiein [5;00[ Gg smfin [1;3[ sowiein ]3;5]
=x,=5TIP TIP(5/ 4,5) x,=1 HOP HOP(1/0,5)

28.3.4
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28.3.5

, 1 2 1
g (x)=—-— ~<— da > ,
2 (x—-3) 2 (x—3) g

29.1 f(x)=0 =0,5¢ —~3x+0,5=0 =X, =3-v8=0,17 x =3+v8~583

29.2
Waagrechte Asymptote: y=0,5

—-3x

x*+1

(o,5x2 —3x+o,5):(x2 +1)=o,5+

—3x
X +1

gemeinsame Punkte: =0 =-3x=0 =x=0 =5(0]0,5)
29.3
f/(x):(X—3).(x2+1)—(O,5x2_3x+0’5).2X:X3_3Xz+x_3_x3+6xz_xz 3?3
(XZ +1)2 (XZ +1)2 (x2 +1)2

f/(x)=0 =3x’-3=0 =x’=1 =x =-1 x,=1

Skizze von f/ : Nenner immer positiv

Skizze von (3x2 — 3) :

=x, =—1 HOP HOP(-1|2) x,=1TIP TIP(1]-1)

29.4
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2x 0,5-(X2+1)—3X _0,5x*—3x+0,5

29.5 F/(x)=0,5-1,5-——= - - =f(x)
X +1 x“+1 x“+1
29.6
3 2
— + 3
A= OS—M dx=[O,Sx—0,5x+1,5-ln(x2+1)} =1,5-In(10)—1,5-In(1)=1,5-In(10)
0 X" +1 0
29.7
3
[(0,5-f(x))dx=0
-3
3 0
j(o,s-f(x))dx=1,5-|n(10) :>j(o,5—f(x))dx=—1,5-|n(10)
0 -3
Die beiden Flachenstiicke haben die gleichen Flachenmalzahlen.
30.1
Definitionsmenge: x*+2x=0 =x(x+2)=0 =x =0 x,=-2
=D, =R\{-2;0}
Nullstellen: h(x)=0 = x*+3x>+3x=0 :>x(x2+3x+3)=0
=x, =0 x> +3x+3=0 negative Diskriminante
h hat eine Nullstelle bei x=0
x=0: stetig behebbare Definitionsliicke
x=—2:Polstelle 1. Ordnung
[ +3x+3x | x2+3x+3 3 (P43 +3x | . [ x*+3x+3) 3
lim| ——— |=lim| ———— |== M| ——— |=lim| ———— |=—
ol X7 +2x 0 2 U xT+2x ol X+2 2
+3x°+3 )
lim X X +3x exstiert nicht h(x) > — flir x—>-2
‘2 x> 42x
+3x°+3 g
lim X X +3x exstiert nicht h(x) = 4+ flir x—-2
N x> +2x
30.2.1

(x2+3x+3):(x+2)=x+1+$

Asymptoten:
1) y=x+1 schiefe Asymptote
2) x=—2 senkrechte Asymptote
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30.2.2

1
lim| —— |=0
x| X+2 i

G, nahert sich fir x— +oo von oben an die schiefe Asymptote an.

30.2.3
(2x+3)(x+2)- (¥ +3x+3) 1 2+ Tx+6-x+3x+3 X +4x+3
(x+2)2 (x+2)2 (x+2)2

f/(x)=0 =x'+4x+3=0 =>x =-3 x,=-1

f/(x)=

Skizze von f/ : Nennerimmer positiv

Skizz von (x2 +4x+ 3):

=G, smsin ]—oo;—3] sowiein [—1;00[
G, smfin|[-3;-2] sowiein |-2;-1]
=x=-3 HOP HOP(-3|-3) x=—-1TIP TIP(-1]1)

30.2.4

30.2.5 j(f(x)—(x+1))dx:j‘(é]dx:[ln|x+2|]::In(6)—ln(2):ln(3)z1,10
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31

-2 —2x+6
Graphl:f(x):x—3 Graph2:f/(x)= X4
X X

1 1 x>
Graph 3:F(x)=——— Graph 4:h(x)=0,002-
X° X

Die Nullstelle von Graph 1 ist die Unendlichkeitsstelle von 4 und die
Extremstelle des Graphen 3. Graph 2 besitzt bei x = 3 eine Nullstelle, dort
liegt die Extremstelle von Graph 1.

32

jf(x)dx =F(b)—F(a)=—3,8—5,5=-9,3

FlachenmaRzahl der Flache zwischen Gf und der x-Achse

zwischen -5 bis -1 betragt 9,3
d
Jf(x)dx:F(d)—F(c): 5-4,25=0,75

0,75 ist die Flachenbilanz der Fldchen zwischen G, und der x-Achse
im Berecih zwischen 1 und 4. Die Teilflache Uber der x-Achse ist

groRer als die Teilflache unter der x-Achse.
33.1

2

a(—x)=%-(—x)+®=—%x—§=—a(x)

= G, ist punktsymmetrisch zum Ursprung



%

Hans-Leipelt-Schule

Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauwérth
Technik e Sozialwesen e Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft

33.2 TIP(2]2) HOP(-2[-2)

4

414

Y

G

a

34

\ Aol

33.3

1 2

=mx+t a/(x)==——

y (x) >
1 2

m=a/(1)==-==-1,5 a(1)=2,5
2 1

=2,5=-1,51+t =t=4
=y=-1,5x+4

34

<= (x+1)-(x—1)

2(-5)
—5=k— L :>5=k.% —k=-0,8

o

Jochen Weber
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35.1

35.2

36.1

36.2

1
Asymptote: x*:(x—1)=x+1+ 7
X_

—
—0 fiir x—teo

=>y=x+1
Nullstelle: f(x)=0 =x*=0 =x=0

Maximale Monotonieintervalle:
Gf smsin ]—oo;O] sowiein [Z;oo[ Gf smfin [0;1[ sowiein ]1;2]

W, = [-e0;0 L[ 4e0]

Definitionsmenge:

-2x*+4x=0 :x~(—2x2+4):0 =x =0 x'=2 :>x2:—\/5 x. =2
=>Dh=IR<\{—\/E;0;\/E}

Nullstellen:

h(x)=0 =3x’—2x=0 =>x-(3x—2)=0 =(x,=0)eD, x2:§

Art der Defintionsliicken:

x:—\/g Polstelle 1. Ordnung  x =0 stetige behebbare Definitionsliicke
xzx/g Polstelle 1. Ordnung

1)x:—\/£ z)x:\/g 3) y=0(Zahlergrad < Nennergrad)

36.3.1

Df=R\{—\/§;\/E}

x-(3x—2) _ 3x-2
x-(—Zx2 +4) 2 +4

g(x)= =f(x)

Jochen Weber
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Jochen Weber

36.3.2
= 3-(-2¢ +4)(3x-2)(~4x) _—6X*+12+12x—8x _ 6x*—8x+12
- 2 - 2 - 2
(-2 +4) (-2 +4) (-2 +4)
f/(x)=0 =6x*—8x+12=0 keineLdsung
Skizze von f : Nenner immer positiv
Skizze von (6x2 —8x+12):
=G, sms in }—oo;—\/g[ sowiein }—\/E,\/E[ sowiein J\/E;oo[
36.3.3
5 -4 -2 1 1
36.3.4
X -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25
f/(x) 1,43 0,96 0,75 0,69 0,78 1,13 2,50 14,86

Die Tangentensteigungen nehmen bis x = 0,25 ab und dann wieder zu, d.h. der
Wendepunkt liegt zwischen x = 0,25 und x = 0,5 und muss im IV. Quadranten liegen,

2
weil die Nullstelle von f bei XZE liegt.

37

p,=R\{0;2}
g(x)=0 =x =-2 (XZ:Z)EDg
x=2 stetig behebbare Definitionsliicke

Senkrechte Asymptote: x=0

x=0 Polstelle 1. Ordnung

Waagrechte Asymptote: y=-1
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38.1
Nullstelle: f(x)=0 =6x+12=0 =>x=-2

Asymptote: y=0 wegen Zahlergrad <Nennergrad

—>+o0

6x+12
X—>+4e0 —————0 G, ndhertsich vonobenany=0an

X* +4x+6
%,—/

—oo

—oo

—

6x+12

X—>—0 ————0 G, nahert sich von untenany=0an
X +4x+6

[ ——

38.2
#(x)= 6'("2 +4X+6)—(6X+12)(2X+4) _6x°+24x+36-12x"—~48x—48 _
(x2 +4x+6)2 (x2 +4x+6)2
X 2412
) (x2+4x+6)2

f/(x)=0 =—-6x*—24x—12=0 =>x,=-2-Vv2=-3,41 x,=-2+V2=-0,59
Skizze von f/ : Nenner immer positiv

Skizze von (—6x2 —24x—12) :

=x,=-3,41 TIP TIP(-3,41|-2,12) x,=—-0,59 HOP HOP(-0,59(2,12)

38.3
f/(x)=0 :12(x+2)(x+2+\/g)(x+2—\/g)=0

:>x1:—2 X2=—2—\/g X, = 2+\/g

==
X, X, und X, sind einfache Nullstellen von f// = VZW = Wendestellen

wp,(-2(0) WP,(-4,45|-1,84) WP,(0,45|1,84)
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38.4
A
y
2
39.1
—-1 —-1
< —x>—x-1 > —x>—x-1
x—0 ———5+4oo x—0 — —oo
X X
& &
-0 -0,
) 1
Asymptoten: 1) x=0  2) (—x"—x—-1):x=—x-1- — =y=—x-1
X
—0 flr x—>%eo
39.2
f(x)=0 =>-x*-x—-1=0
14,1-4(-1)(-1) 143
le/zz D) = 5 (f)
= f hat keine Nullstellen
39.3

f/(X)= 2 XZ X2

X
f/(x)=0 =>-x*+1=0 =x*=1 =x =-1 x,=1

(—2x—1)'x—(—x2—x—1)~1: 2 —x+xX +x+1_—x"+1

Skizze von f/ :

=x =-1TIP TIP(-1|1) x,=1HOP HOP(1|-3)
sz smfin ]—oo;l] sowiein [1;00[ Gf smsin[—l;o[ sowiein ]0;1]

Jochen Weber
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39.4

40.1

40.2

40.3

>

G

R

SRS
() 4K

= G, ist achsensymmetrisch zur y-Achse

p(—x)=

Schnittpunkt mit der y-Achse:
0°-1 1 1
0)= =—= =5 |0]-=
p(0) i o 2 y[l 4]
Schnittpunkt mit der x-Achse:
pX)=0 =x’-1=0 =x’=1 =x=-1 x,=1 =N,(-1]0) N,(1]0)

x=2 Polstelle 1. Ordnung x=-—2 Polstelle 1. Ordnung
Asymptoten:

1) x=-2 senkrechte Asymptote

2) x=2 senkrechte Asymptote

3) y=-1 waagrechte Asymptote

2X'(4—X2)—(X2—1)'(—2X) _ 8x—2x> +2x> —2x __ 6x

(4—x2)2 (4—x2)2 (4—x2)2

X—2 ——————>+oo = Abbildung a)

p’(x)=

Jochen Weber



I Hans-Leipelt-Schule Jochen Weber
[% Staatliche Fachoberschule und Berufsoberschule Donauwérth
Technik e Sozialwesen e Wirtschaft und Verwaltung e Internationale Wirtschaft

41.1

_4++416-4-1-8 4++-16 (f)
2

2
f(x)=0 =>x"—4x+8=0 =X, 5

= f hat keine Nullstellen

—4 —4

—— ———
< x> —4x+8 > x> —4x+8
X—2 ——— >4 X—2 ———————>-—o0
—2x+4 —2x+4
H_J %/_J
—0" —0

= x=2 Polstelle 1. Ordnung

41.2
1) x=2 senkrechte Asymptote

2) (xz—4x+8):(—2x+4):—0,5x+1+ -
“2x+4

—0 fiir x—>too

y=-0,5x+1 schiefe Asymptote

41.3
e (2x—4)(-2x+4)-(x — ax+8)(-2) _
(~2x+a)
_ —Ax*+8x+8x—16+2x"—8x+16  —2x’+8x
) (—2x+4)2 ) (—2x+ 4)2

(x)=0 =-2x'+8=0 =x(-2x+8)=0 =x,=0 x,=4
Skizze von f/ : Nenner immer positiv
Skizze von (—2x2+8x):

G, smfin ]—00;0] sowiein [4;00[
Gf smsin [0;2[ sowiein ]2;4]
=x=0TIP TIP(0|2) x=4HOP HOP(4|-2)
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41.4

L 23

42.1

Nullstellen: X, =-1 X, = 1

Asymptoten:x=0 y=x

42.2

¥+ schiefe Asymptote
| .

/
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42.3 G, nahert sich flr x— teo der schiefen Asymptote mit der Steigung 1 an

G , nahert sich fir x—*eo y=1an.
8

schiefe Asymptote |
F I )
,

42.4
Aussage wahr | falsch
Gg besitzt ein relatives Maximum an der Stelle x=-1. X
Gg ist streng monoton steigend im Intervall ]—oo ;0[. X
Ggist linksgekrimmt im Intervall ]0;+e0]. ><
G(3)-G(1)<5 X N
43.1

Definitionsmenge: 4—x"=0 =x’ =4 =X
=D, =R\{—2;2}

Nullstellen: f(x)=0 =x’-x=0 =x(x’~1)=0 =>x =0

=-2 x2:2

2_q_ _ _
X —=1=0 =X, -1 x3—1

Art der Definitionsliicken: x=-2 (Polstelle 1.0rdnung) x=2 (Polstelle 1.0rdnung)

Jochen Weber
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43.2

f(—x)= (_X)3 ‘(‘2") _xX X ‘(X3 _ZX) = —f(x)
4—(—x) 4—x 4—x

= G, ist punktsymmetrisch zum Ursprung

=H,(-0,61/0,11) T,(-3,26/4,74)

43.3

3x

2
—X"+4
%f_/

—0 fir x—toeo

(x3 - x) : (—x2 + 4) =—x+ y =—x (schiefe Asymptote)

x=-2 (senkrechte Asymptote) x=2 (senkrechte Asymptote)

43.4
N(10) siehe 43.0
y=mx+t mzf/(l)

_ (3X2 —1)(4—X2)—(X3 —X)'(—ZX) _ 12x* —4=3x* +x> +2x" = 2x° _ —x*+11x° -4

(4] (4] (a-x)
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43.5

f“(x)=0 :>72(x5+40x3+80x):0 = X° +40x* + = 80x =0 :>x(x4+40x2+80):0

=x =0 x*+40x*+80=0 Substitution:z=x’

_ —40£+v1600—-4-1-80 —-40++1280
fin = 2 B 2
—7,=-20-8J5~-37,89 7 =-20+8V5~-2,11
Resubstitution: x> =—37,89 geht nicht x> =-2,11 geht nicht

360(x‘5 +60x* +240x +64)

o]

=272 +40z+80=0

f(S)(X):

44.1 1) y=-1 waagrechte Asymptote 2) x=1 senkrechte Asymptote
44.2/44.3

f(x):g(x) :>)1(%)1(:—x =Sx+1l=—x+x> =x"—2x—-1=0

2i1/4—4-1- -1
=X, = ( ):2J_r2\/§ :x1:1+\/5 xzzl—\/g

3,5

3 |-25| -2 |- -1 05 0 0,5

P AR A Al Pl S Uy - S A PP W QR ) iy i Ay o gt g Py S U S S
[N
(]
[N]
N
wn
w
w
wn
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45.1

f(X)I x> —3x+2

XZ

(x3—3x+2):(x+2)=x2—2x+1

:>x3—3x+2:(x2 —2x+1)(x+2):(x—1)2(x+2)

2
:>f(x): (x—l)xz(x+2)
3 3

45.2 x, =—2 (einfach)  x, =1(doppelt)
45.3 x=0 senkrechte Asymptote y =x schiefe Asymptote

45.4

/ (3x2—3)-x2—(x3—3x+2)~2x (3x2—3)~x—(x3—3x+2).2
f (X): Wt = N =
_ 3x° —3x—2x>+6x—4 _ X +3x—4

X X

f/(x):O =x’+3x—4=0 =x =1

(x3+3x—4):(x—1)=x2+x+4

-1+41-4-1.4 -1++-15

2 _ — —
X +x+4=0 =X, = 5 = 5

Skizze von f/ :

Skizze Zahler: Skizze Nenner:

G, smsin ]—oo;O[ sowiein [l;oo[
G, smfin ]0;1]
=x=1TIP

46.1

h(—x)= (_X)Z __X =h(x) D, ist symmetrisch zu x =0
T(xy+6 X6 Y )

= G, ist achsensymmetrisch zur y-Achse
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46.2

46.3

47.1

(x2+6)-2x—x2 -2x C 2 +12x-2x° 12

h(x)= -

(x2 + 6)2 (x2 + 6)2 (x2 + 6)2
()= 12-(x* +6)2 ~12x-2(x* +6)-2x _ 12+(x* +6)—12x-2-2x
(x2 +6)4 (x2 +6)3
_12x*+72-48x" 36X’ +72
C(e+6) ()

W (x)=0 =-36x'+72=0 =x*=2 =x,=—2 x,=2
Skizze von h'/ : Nenner in D, immer positiv

Skizze von (—36x2 + 72):

=X, :\/E Maximum der Steigung
= (-4)~-0,1 h(y2)~0,2652

= absolute maximale Steigung bei x = \/5
=26,52% <30% = Verordnung wird eingehalten

Etwa 9 Kastchen =A~9.0,5-0,2~0,9

=V=0,9-10=9m?

= - ; i e i .if ‘A_y ; | ISR A - -
‘G | § 10,84+t ! !
Baisa=sEERasces
| I | In 4 |1 |  —-—
=1 1 |
T - o 1 Z ol |
TR AT _
! 1 1 0 1 | X
-4 Y N T e T o 3 | 4 X
~(x)'-5 -5 X =5_

f(x)= f(x)

D, symmetrisch zux =0 = G, punktsymmetrisch zum Ursprung

(—x)’ =5(x) S +5x X —5x

Jochen Weber
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47.2
¢ (x): —2X~(x3 _5X)—(—)(2 _5),(3)(2 _5) _ ot +10%% 4 3x* —5x2 +15x% — 25 i
(X3 _SX)Z (x3—5x)2
B (x3—5x)2

f/(x)zo = x*+20x*—25=0 Substitution: z=x>

—20J_r\/400—4-1-(—25) _ —20+4/500
2 B 2

=7°+202-25=0 =z,,=

=7,=-10+5/5 z,=-10-55

1) ¥ =-10+5J5  =x,=—y-10+5J5  x,=4/-10+5{5

2) xX* =-10-5/5 geht nicht

47.3
G, smsin |-oo;x,[ G, smsin [x;;x,] G, smfin [x,;0[
G, smfin J0;x,] G, smsin[x,;x,[ G, smsin [x,;o0[

x, HOP X, TIP

48

—x(x+2)
(x+2)(x—2)2
D, =IR\{-2;2}
x =-2 stetig behebbare Definitionsliicke
x=2 Polstelle 2. Ordnung

Nullstelle: x, =0
Asymptoten: x=2 senkrechte Asymptote y =0 waagrechte Asymptote

49.1

Terme <0 =0 >0

g (0) <

g/ v |

- |
j g(x)dx X W
-1
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49.2

h(x)=—— g(x)=0 =x=%1 =D, =IR\{-1;1}

j(x)=x2~eg(x) fir x> und e* gilt D=IR =D, =IR



